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Â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ èññëåäîâàíèé âñòðå÷àåòñÿ åñòåñòâåííîå óìíîæåíèå
íà ïðîñòðàíñòâå, ñêàæåì X, ïðè êîòîðîì ïðîèçâåäåíèåì ïàðû òî÷åê ÿâëÿåòñÿ
ïîäìíîæåñòâî â X.

Ëèòåðàòóðà ïî ìíîãîçíà÷íûì ãðóïïàì è èõ ïðèëîæåíèÿì âåëèêà è âêëþ÷àåò
ñòàòüè íà÷èíàÿ ñ 19 âåêà, â îñíîâíîì, â êîíòåêñòå ïîíÿòèÿ ãèïåðãðóïïû.

Â 1971 ã. Ñ.Ï. Íîâèêîâ è àâòîð ââåëè êîíñòðóêöèþ, ïîäñêàçàííóþ òåîðèåé
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ êëàññîâ âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé, â êîòîðîé ïðîèçâåäåíèå
êàæäîé ïàðû ýëåìåíòîâ åñòü n-ìóëüòèìíîæåñòâî, ò.å. íåóïîðÿäî÷åííîå
ìíîæåñòâî èç n òî÷åê, âîçìîæíî ñ ïîâòîðåíèÿìè.

Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïðèâåëà ê ïîíÿòèþ n-çíà÷íîé ãðóïïû.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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n-çíà÷íûå ãðóïïû

Àâòîð äàë àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå n-çíà÷íûõ ôîðìàëüíûõ ãðóïï
(n-ô ãðóïï) è ðàçâèë èõ òåîðèþ â öèêëå ðàáîò.

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, 1976)

2-ô ãðóïïà â êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìàõ ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíîé â êëàññå
2-ô ãðóïï íàä êîëüöàìè áåç êðó÷åíèÿ ïðè óñëîâèè inv(x) = x .

Ýòîò ðåçóëüòàò ïðèâåë ê ðåøåíèþ çàäà÷ àëãåáðàè÷åñêîé òîïîëîãèè
è ñòèìóëèðîâàë ðàçâèòèå àëãåáðàè÷åñêîé òåîðèè n-çíà÷íûõ ãðóïï.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ðÿäîì àâòîðîâ ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû ïî òåîðèè
n-çíà÷íûõ ãðóïï (ôîðìàëüíûõ, êîíå÷íûõ, äèñêðåòíûõ, òîïîëîãè÷åñêèõ,
àëãåáðàè÷åñêèõ, àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ) ñ ïðèëîæåíèÿìè â ðàçëè÷íûõ
îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Ñèììåòðè÷åñêèå ñòåïåíè ïðîñòðàíñòâà.

Äëÿ ïðîñòðàíñòâà X îáîçíà÷èì ÷åðåç (X )n åãî n-êðàòíóþ ñèììåòðè÷åñêóþ
ñòåïåíü, ò.å. (X )n = X n/Σn, ãäå ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà Σn äåéñòâóåò
ïåðåñòàíîâêîé ñîìíîæèòåëåé.

Òî÷êó â (X )n áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäìíîæåñòâî â X , ñîñòîÿùåå
èç n òî÷åê (âîçìîæíî ñ ïîâòîðåíèÿìè), ò.å. êàê n-ìóëüòèìíîæåñòâî
(äàëåå, n-ìíîæåñòâî).
Ïðèìåð. Ïðîñòðàíñòâà (C)n = Cn/Σn è Cn ìîæíî îòîæäåñòâèòü ïðè ïîìîùè
îòîáðàæåíèÿ

S : Cn → Cn : (z1, z2, . . . , zn)→ er (z1, z2, . . . , zn), 1 6 r 6 n,

ãäå er � r -òûé ýëåìåíòàðíûé ñèììåòðè÷åñêèé ïîëèíîì.

Ïðîåêòèâèçàöèÿ îòîáðàæåíèÿ S èíäóöèðóåò ãîìåîìîðôèçì (CP1)n → CPn.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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n-çíà÷íûå ãðóïïû.

n-çíà÷íîå óìíîæåíèå íà X çàäà¼òñÿ îòîáðàæåíèåì

µ : X × X → (X )n : µ(x , y) = x ∗ y = [z1, . . . , zn], zk = (x ∗ y)k .

Àññîöèàòèâíîñòü. n2-ìíîæåñòâà

[x ∗ (y ∗ z)1, x ∗ (y ∗ z)2, . . . , x ∗ (y ∗ z)n],
[(x ∗ y)1 ∗ z , (x ∗ y)2 ∗ z , . . . , (x ∗ y)n ∗ z ]

ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ x , y , z ∈ X .
Åäèíèöà. Òî÷êà e ∈ X , òàêàÿ, ÷òî e ∗x = x ∗e = [x , x , . . . , x ] äëÿ âñåõ x ∈ X .
Îáðàòíûé ýëåìåíò. Îòîáðàæåíèå inv : X → X , òàêîå, ÷òî

e ∈ inv(x) ∗ x and e ∈ x ∗ inv(x) äëÿ âñåõ x ∈ X .

Êîììóòàòèâíîñòü. n-ìíîæåñòâà x ∗ y è y ∗ x ñîâïàäàþò äëÿ âñåõ x , y ∈ X .

Îòîáðàæåíèå µ îïðåäåëÿåò ñòðóêòóðó n-çíà÷íîé ãðóïïû íà X ,
åñëè îíî àññîöèàòèâíî è ñóùåñòâóþò e è inv.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Ñòðóêòóðà 2-çíà÷íîé ãðóïïû íà Z+.

Ðàññìîòðèì ïîëóãðóïïó ïî ñëîæåíèþ íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë Z+.
Ââåäåì 2-çíà÷íîå êîììóòàòèâíîå ñëîæåíèå íà Z+

µ : Z+ × Z+ → (Z+)2 : x ∗ y = [x + y , |x − y |].

Åäèíèöà: e = 0.
Îáðàòíûé ýëåìåíò: inv(x) = x .
Àññîöèàòèâíîñòü: 4-ìíîæåñòâà èç Z+

[x + y + z , |x − y − z |, x + |y − z |, |x − |y − z ||]

è
[x + y + z , |x + y − z |, |x − y |+ z , ||x − y | − z |]

ñîâïàäàþò äëÿ ëþáûõ x , y , z ∈ Z+.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Êëàññèôèêàöèîííàÿ òåîðåìà

Äâóçíà÷íàÿ ãðóïïà íà ìíîæåñòâå X íàçûâàåòñÿ èíâîëþòèâíîé, åñëè
ìóëüòèìíîæåñòâî x ∗ y ñîäåðæèò åäèíèöó e òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x = y .

Òåîðåìà (Â.Ì.Áóõøòàáåð, À.Ï.Âåñåëîâ, À.À.Ãàéôóëëèí, 2022)

1) Îïðåäåëåíû òðè ñåðèè êîíå÷íî ïîðîæä¼ííûõ èíâîëþòèâíûõ
êîììóòàòèâíûõ äâóçíà÷íûõ ãðóïï: îñíîâíàÿ, óíèïîòåíòíàÿ è
ñïåöèàëüíàÿ.

2) Ëþáàÿ êîíå÷íî ïîðîæä¼ííàÿ èíâîëþòèâíàÿ êîììóòàòèâíàÿ
äâóçíà÷íàÿ ãðóïïà èçîìîðôíà äâóçíà÷íîé ãðóïïå, ïðèíàäëåæàùåé
îäíîé èç ýòèõ ñåðèé.

Òåîðåìà (À.À. Ãàéôóëëèí, 2024)

Âñÿêàÿ èíâîëþòèâíàÿ äâóçíà÷íàÿ ãðóïïà êîììóòàòèâíà.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
7 / 46



Àëãåáðàè÷åñêèå n-çíà÷íûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå

Àëãåáðàè÷åñêîé n-çíà÷íîé ãðóïïîé íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîå
ìíîãîîáðàçèå X ñ n-çíà÷íûì óìíîæåíèåì, êîòîðîå îïðåäåëåíî íà
íåêîòîðîì ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå Y ⊂ X × X â òîïîëîãèè Çàðèññêîãî
è óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì n-çíà÷íûõ ãðóïï.

Òåîðèÿ àëãåáðàè÷åñêèõ n-çíà÷íûõ ãðóïï è å¼ ñâÿçü ñ òåîðèåé èíòåãðèðóåìûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äèñêðåòíîãî âðåìåíè áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ
Â.Ì.Áóõøòàáåðà è À.Ï.Âåñåëîâà.

Ïîëîæèì

P(z ; x , y) =
n∑

k=0
Fk(x , y)zn−k , (1)

ãäå Fk(x , y) ∈ C[x , y ] è
F0(0, 0) = 1. (2)

Òîãäà îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ∗, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòàì x è y
íà ìíîæåñòâå êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C ìóëüòèìíîæåñòâî x ∗ y êîðíåé
ïîëèíîìà (1) îò ïåðåìåííîé z .

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Àëãåáðàè÷åñêèå n-çíà÷íûå ãðóïïû

Èç àêñèîìû íåéòðàëüíîãî ýëåìåíòà x = 0 ñëåäóåò ðàâåíñòâî

P(z ; 0, y) = F0(0, y)(z − y)n. (3)

Àêñèîìà îáðàòíîãî ýëåìåíòà ãîâîðèò î ñóùåñòâîâàíèè àëãåáðàè÷åñêîãî
îòîáðàæåíèÿ inv : C→ C, òàêîãî, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ C

Fn(x , inv(x)) = Fn(inv(x), x) = 0. (4)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç zj = zj(x , y), j = 1, . . . , n, êîðíè ïîëèíîìà P.
Òîãäà óñëîâèå àññîöèàòèâíîñòè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå òîæäåñòâåííîãî
ðàâåíñòâà äâóõ ïîëèíîìîâ îò ïåðåìåííîé t

n∏
i,j=1

(t − zi (zj(x , y), z)) =
n∏

i,j=1
(t − zi (x , zj(y , z))). (5)

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Óðàâíåíèå àññîöèàòèâíîñòè

Ïîëîæèì Rk(x , y) = Fk (x ,y)
F0(x ,y) .

Çàìåòèì, ÷òî

n∏
i,j=1

(t − zi (zj(x , y), z)) =
n∏

j=1

(
tn +

n∑
k=1

Rk(zj(x , y), z)tn−k

)
.

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû ïîëèíîìîâ îò t â óðàâíåíèè
àññîöèàòèâíîñòè (5) ÿâëÿþòñÿ ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèÿìè
îò ïåðåìåííûõ x , y è z .

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025

10 / 46



n-àëãåáðàè÷åñêèå n-çíà÷íûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå

Íàçîâåì n-àëãåáðàè÷åñêîé n-çíà÷íîé ãðóïïîé íà C àëãåáðàè÷åñêóþ
n-çíà÷íóþ ãðóïïó ñ óìíîæåíèåì

∗ : (C× C)\{(x , y) | F0(x , y) = 0} // Symn(C)

(x , y) � // [z1, ..., zn]

,

ãäå zj � êîðíè ïîëèíîìà (1), òàêîãî, ÷òî êàæäàÿ èç ïåðåìåííûõ x è y
âõîäèò â íåãî â ñòåïåíè íå âûøå n, è ýòîò ïîëèíîì óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì (2), (3), (4) è (5).

Ñîîòâåòñòâóþùóþ ãðóïïó áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç G(P).

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
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n-àëãåáðàè÷åñêèå n-çíà÷íûå ãðóïïû
Èç óñëîâèÿ F0(0, 0) = 1 ñëåäóåò, ÷òî n-àëãåáðàè÷åñêàÿ n-çíà÷íàÿ ãðóïïà
íà C ÿâëÿåòñÿ ôîðìàëüíîé n-çíà÷íîé ãðóïïîé íà C ò.ê. óìíîæåíèå â íåé
îïðåäåëåíî â îêðåñòíîñòè 0 ∈ C.
Îíà îïðåäåëåíà íà âñåì C òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F0(x , y) ≡ 1.

Ïðèìåð

Ïóñòü P(z ; x , y) = (1 + αxy)z − x − y , ãäå α ∈ C.
Òîãäà 1-àëãåáðàè÷åñêàÿ 1-çíà÷íàÿ êîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà íà C èçîìîðôíà
àëãåáðàè÷åñêîé 1-çíà÷íîé ãðóïïå ìàòðèö âèäà(

1 x
αx 1

)
ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, ïîñêîëüêó
èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî:(

1 x
αx 1

)
·
(

1 y
αy 1

)
= (1 + αxy)

(
1 x+y

1+αxy
α x+y

1+αxy 1

)
.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Ñèììåòðè÷åñêèå n-àëãåáðàè÷åñêèå n-çíà÷íûå ãðóïïû

Îïðåäåëåíèå

n-àëãåáðàè÷åñêàÿ n-çíà÷íàÿ ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé,
åñëè ïîëèíîì P(z ; (−1)nx , (−1)ny) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ïî x , y , z .

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

Óíèâåðñàëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ 2-àëãåáðàè÷åñêàÿ 2-çíà÷íàÿ ãðóïïà G(P)
íà C îïðåäåëåíà íàä êîëüöîì êîýôôèöèåíòîâ

C[k2, k4, k6, k8]/(4k8 − k2
4 + k6k2) ∼= C[k2, k4, k6],

ò. å. óíèâåðñàëüíîå ñåìåéñòâî ìíîãî÷ëåíîâ P2 èìååò âèä:

P2(z ; x , y) = e2
1 − 4e2 + 2k2e3 + (k2

4 − k6k2)e2
3 + 2k4ea1e3 + 2k6e2e3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïîëó÷åíî íåïîñðåäñòâåííî èç àêñèîì ïðè ïîìîùè
ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Wolfram Mathematica.
Âïåðâûå ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Â.Ì.Áóõøòàáåðîì è À.Ï.Âåñåëîâûì
êàê ñëåäñòâèå êëàññèôèêàöèè äâóçíà÷íûõ ôîðìàëüíûõ ãðóïï.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
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Ñèììåòðè÷åñêèå n-àëãåáðàè÷åñêèå n-çíà÷íûå ãðóïïû

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

Ñóùåñòâóåò äâà êëàññà ñèììåòðè÷åñêèõ 3-àëãåáðàè÷åñêèõ 3-çíà÷íûõ
ãðóïï:

1 P3(z ;−x ,−y) = e3
1 − 27e3. Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì 3-çíà÷íóþ

ãðóïïó G3.

2 P3(z ;−x ,−y) =
(
e1 + `4

3 e3
)3
. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùàÿ

3-çíà÷íàÿ ãðóïïà ïîëó÷àåòñÿ äèàãîíàëüíîé êîíñòðóêöèåé

G × G µ // G Sym3◦diag // Sym3(G)

èç 1-çíà÷íîé àëãåáðàè÷åñêîé ãðóïïû G , ïîñòðîåííîé ïî ìíîãî÷ëåíó

P1(z ;−x ,−y) = (1 + `4
3 xy)z + x + y = e1 + `4

3 e3.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íîâîãî ðåçóëüòàòà ïîëó÷åíî íåïîñðåäñòâåííî èç àêñèîì
ïðè ïîìîùè ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Wolfram Mathematica.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
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n-çíà÷íûå ãðóïïû Gn íà C.

Ïóñòü ε = exp 2πi
n . Ââåäåì n-çíà÷íîå ñëîæåíèå

µ : C× C→ (C)n : x ∗ y = [z1, . . . , zn], zk = ( n
√

x + εk n
√y )n.

Åäèíèöà: e = 0. Îáðàòíûé ýëåìåíò: inv(x) = (−1)nx .
Ïîëó÷àåì êîììóòàòèâíûå àëãåáðàè÷åñêèå n-çíà÷íûå ãðóïïû Gn
ñ çàêîíîì pn(z ; x , y) = 0, ãäå

pn(z ; x , y) = (z − z1) · · · (z − zk)

ïîëèíîìû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïåðâûå ïîëèíîìû:

p1 =z − x − y ,
p2 =(z + x + y)2 − 4(xy + yz + zx),
p3 =(z − x − y)3 − 27xyz ,
p4 =((z + y + x)2 − 4(xy + yz + zx))2 − 27(z + y + x)xyz .

Ïîëèíîì pn(z ; (−1)nx , (−1)ny) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì ïî x , y , z
è îäíîðîäíûì.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
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Ïîëèíîìû Pn(e1, e2, e3) è ïðîñòûå ÷èñëà
Ïîëîæèì Pn(e1, e2, e3) = pn(z ; (−1)nx , (−1)ny), ãäå e1, e2, e3 � ýëåìåíòàðíûå
ñèììåòðè÷åñêèå ïîëèíîìû.

P5 = e5
1 − 54e3(e2

1 − 5e2),

P6 = e6
1 − 22 · 3 e4

1e2 − 2 · 34 · 17 e3
1e3 + 24 · 3 e2

1e2
2−

− 23 · 34 · 19 e1e2e3 − 26e3
2 + 33 · 193 e2

3 ,

P7 = e7
1 − 74e3

(
5e4

1 − 2 · 72e2
1e2 − 74e1e3 + 73e2

2
)
,

P11 = e11
1 − 114e3

(
5 · 53 e8

1 − 2 · 112 · 197 e6
1e2 − 113 · 61 · 1499 e5

1e3+
+ 2 · 114 · 41 e4

1e2
2 − 115 · 17 · 2957 e3

1e2e3 − 5 · 116 e2
1e3

2+
+ 2 · 116 · 673 e2

1e2
3 − 22 · 7 · 117 · 67 e1e2

2e3 + 117 e4
2 − 117 · 673 e2e2

3
)
.

Ñîïîñòàâèì ÷èñëó n íàáîð ïðîñòûõ ÷èñåë, êîòîðûå âîçíèêàþò
êàê äåëèòåëè êîýôôèöèåíòîâ ïîëèíîìîâ Pn(e1, e2, e3).

Âîïðîñ:

Êàêèå çàêîíîìåðíîñòè â ýòîì ñîïîñòàâëåíèè?

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
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Ãðóïï Gn è ïîëèíîìû pn(z ; x , y)

Ãðóïïû Gn è ïîëèíîìû pn(z ; x , y) âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ
ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.
Â ðàáîòå Â.Ì. Áóõøòàáåðà, À.Í. Õîëîäîâà, 1989, ïîëèíîìû pn(z ; x , y)
îïèñûâàþò ñäâèãè T y

x íà îäíîðîäíûõ êîàëãåáðàõ ñ ñîáñòâåííûìè
ôóíêöèÿìè bn(λx), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ãèïåðãåîìåòðè÷åêèìè, ãäå

T y
x : Q[[x ]]→ Q[[x , y ]], T y

x bn(x) = bn(x)bn(y),

bn(x) =0Fn−1

(
1
n , . . . ,

n − 1
n ; (n − 1)!

nn−1 x
)
.

Ïîëó÷àåì:
b1(x) = ex , b2(x) = ch(

√
2x),

ãäå ch(x) � ãèïåðáîëè÷åñêèé êîñèíóñ.

Â ðàáîòå I. Gaiur, V. Rubtsov, D. van Straten, 2024, îïèñàíà ñâÿçü
ïîëèíîìîâ pn(z ; x , y) ñ ìóëüòèïëèêàòèâíûìè ÿäðàìè â ñìûñëå Êîíöåâè÷à,
áåññåëåâûìè ÿäðàìè è ïîòåíöèàëàìè â ìîäåëè Ëàíäàó�Ãèíçáóðãà.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
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Ñóììû Êðîíåêåðà

Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü A è B � ïðîèçâîëüíûå êâàäðàòíûå ìàòðèöû íàä ïîëåì C
ïîðÿäêîâ m è n ñîîòâåòñòâåííî è In, Im � åäèíè÷íûå ìàòðèöû.
Êðîíåêåðîâîé ñóììîé A� B ìàòðèö A è B íàçûâàåòñÿ (mn ×mn)-ìàòðèöà

A� B = A⊗C In + Im ⊗C B.

Ñóììû Êðîíåêåðà èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ çàäà÷àõ òåîðåòè÷åñêèõ è
ïðèêëàäíûõ èññëåäîâàíèé, âêëþ÷àÿ òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
êâàíòîâûå âû÷èñëåíèÿ, ìàøèííîå îáó÷åíèå, ðîáîòîòåõíèêó.

Íàïðèìåð, â òåðìèíàõ ñóììû Êðîíåêåðà ôîðìóëèðóåòñÿ êðèòåðèé
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ

AX + XB = C .

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèö è ñóììû Êðîíåêåðà

Ðàññìîòðèì ìóëüòèìíîæåñòâà [λ1, . . . , λm] è [µ1, . . . , µn] ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ìàòðèö A è B.

Ïðåäëîæåíèå (C. Stephanos, 1900)

Ïóñòü p(x , y) =
∑̀

j,k=0
cjkx jyk ∈ C[x , y ]. Òîãäà

[p(λr , µs), r = 1, . . . ,m, s = 1, . . . , n]−

ìóëüòèìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû

p(A,B) =
∑̀

j,k=0
cjkAj ⊗ Bk .

Ñëåäñòâèå

[λr + µs , r = 1, . . . ,m, s = 1, . . . , n] � ìóëüòèìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ñóììû Êðîíåêåðà A� B.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
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Ôðîáåíèóñîâû ñîïðîâîæäàþùèå ìàòðèöû

Îïðåäåëåíèå

Ôðîáåíèóñîâîé ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöåé F (an−1, . . . , a0) ïîëèíîìà
f (t) = tn + an−1tn−1 + . . .+ a0 ∈ C[t] íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

0 0 0 0 −a0
1 0 0 0 −a1
0 1 0 0 −a2

0 0
. . .

...
...

0 0 0 1 −an−1


Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ Ôðîáåíèóñîâà ñîïðîâîæäàþùàÿ áëî÷íàÿ
ìàòðèöà F (An−1, . . . ,A0) ìàòðè÷íîãî ïîëèíîìà

f (t) = tn + An−1tn−1 + . . .+ A0 ∈ Matm(C)[t].

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
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Ôðîáåíèóñîâû ìàòðèöû è ñóììû Êðîíåêåðà

Ââåä¼ì õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì (n × n)-ìàòðèöû A

χ(t; A) = det(tIn − A),

ãäå In � åäèíè÷íàÿ (n × n)-ìàòðèöà. Ìóëüòèìíîæåñòâî êîðíåé ïîëèíîìà
χ(t; A) ñîâïàäàåò ñ ìóëüòèìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A.
Ïóñòü f (t) = tm + am−1tm−1 + . . .+ a0. Òîãäà χ(t; F (am−1, . . . , a0)) = f (t).

Ïðåäëîæåíèå

Ïóñòü [λj ] è [µk ] � ìóëüòèìíîæåñòâà êîðíåé ïîëèíîìîâ

f (t) = tm + am−1tm−1 + . . .+ a0 è g(t) = tn + bn−1tn−1 + . . .+ b0.

Òîãäà [λj + µk ] ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèìíîæåñòâîì êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ïîëèíîìà ñòåïåíè mn

χ(t; F (am−1, . . . , a0)� F (bn−1, . . . , b0)).

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
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Ãðóïïû Gn, ïîëèíîìû pn(z ; x , y) è ñóììû Êðîíåêåðà

Ïðåäëîæåíèå (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

(1) Äëÿ x , y , z è tn = z âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

pn(z ; x , y) = χ
(
t; F (0, . . . , 0,−x︸ ︷︷ ︸

n

)� F (0, . . . , 0,−y︸ ︷︷ ︸
n

)
)
.

(2) Ïîëèíîì pn(z ; (−1)nx , (−1)ny) ñèììåòðè÷åí ïî ïåðåìåííûì x , y è z .
(3) pn(z ; x , y) ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ïîëèíîìîì ñòåïåíè n ñ öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè ïî ïåðåìåííûì x , y è z .

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025

22 / 46



Âåëèêàÿ òåîðåìà Ôåðìà

Ãèïîòåçà (P. Fermat, 1637)

Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n > 2 óðàâíåíèå an + bn = cn íå èìååò
ðåøåíèé â öåëûõ íåíóëåâûõ ÷èñëàõ a, b, c.

Ïîëîæèì n = 2um � öåëîå ÷èñëî, ãäå u > 0, à m � íå÷¼òíîå.

Â ðàáîòàõ ïî âåëèêîé ïðîáëåìå Ôåðìà ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà êëàññà çàäà÷:

I. Ïóñòü a, b, c � íåíóëåâûå öåëûå ÷èñëà è gcd(m, abc) = 1, òîãäà an+bn 6= cn.

II. Ïóñòü a, b, c � íåíóëåâûå ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà
è gcd(m, abc) 6= 1, òîãäà an + bn 6= cn.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
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×èñëà Ñîôè Æåðìåí (1776�1831)

Óòâåðæäåíèå I áûëî äîêàçàíî Ñîôè Æåðìåí äëÿ n = p,
ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî, òàêîå, ÷òî ÷èñëî 2p + 1 òàêæå ïðîñòîå.
Òàêèå ÷èñëà íàçâàíû ÷èñëàìè Ñîôè Æåðìåí.

Ïåðâûå ïðîñòûå ÷èñëà Ñîôè Æåðìåí (ñì. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü A005384):

2, 3, 5, 11, 23, 29, 41, 53, 83, 89, 113, 131, 173, 179, 191, 233, 239, 251, . . .

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë Ñîôè Æåðìåí áåñêîíå÷íî,
íî ýòî îòêðûòûé âîïðîñ!

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
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×èñëà Áåðíóëëè

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë Áåðíóëëè {B0 = 1,B1 = − 1
2 ,B2, . . .} áûëà ââåäåíà

ßêîáîì Áåðíóëëè (1655�1705) â ñâÿçè ñ âû÷èñëåíèåì ñóìì

N−1∑
n=0

nk = 1
k + 1

k∑
s=0

(
k + 1

s

)
BsNk+1−s .

Ïðîèçâîäÿùèé ðÿä ÷èñåë Áåðíóëëè

x
ex − 1 =

∞∑
s=0

Bs
x s

s! .

Òåîðåìà (Øòàóäòà�Êëàóçåíà)

×èñëî B2s +
∑

(p−1)|2s

1
p , ãäå p � ïðîñòûå ÷èñëà, ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

Ñëåäñòâèå

Çíàìåíàòåëü ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà B2s ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì
ïðîñòûõ ÷èñåë p, òàêèõ, ÷òî (p − 1) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà 2s.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
Ñåìèíàð Ñ.Ï. Íîâèêîâà �Ãåîìåòðèÿ, òîïîëîãèÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà� ÌÈÀÍ�ÌÃÓ, Ìîñêâà, 20 ìàÿ 2025
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Ðåãóëÿðíûå è èððåãóëÿðíûå ïðîñòûå ÷èñëà

Ïðîñòîå ÷èñëî p > 3 íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ÷èñëèòåëè âñåõ ÷èñåë
Áåðíóëëè B2,B4, . . . ,Bp−3 íå äåëÿòñÿ íà p.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåãóëÿðíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî,
íî ýòî îòêðûòûé âîïðîñ!

Òåîðåìà (E. Kummer, 1810-1893)

Åñëè ïðîñòîå p ðåãóëÿðíî, òî óðàâíåíèå ap + bp = cp íå èìååò ðåøåíèé
â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ.

Ïðîñòîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ ðåãóëÿðíûì, íàçûâàåòñÿ èððåãóëÿðíûì.

Íåñêîëüêî ïåðâûõ èððåãóëÿðíûõ ïðîñòûõ ÷èñåë:

37, 59, 67, 101, 103, 131, 149, 157, 233, 257, 263, 271, 283, 293, . . .

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Òåîðåìà Âåíäòà

Îïðåäåëåíèå

Ìàòðèöåé Âåíäòà Wn íàçûâàåòñÿ öèðêóëÿíò

Wn =


1

(n
1
) (n

2
)
· · ·

( n
n−1
)( n

n−1
)

1
(n

1
)
· · ·

( n
n−2
)

...
...

...
. . .

...(n
1
) (n

2
) (n

3
)
· · · 1



Òåîðåìà (E. Wendt, 1894)

Ïóñòü p > 3 � ïðîñòîå è q = 2kp + 1 � ïðîñòîå ïðè íåêîòîðîì k > 1.
Òîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå a, b, c, íå äåëÿùèåñÿ íà q, òàêèå, ÷òî

ap + bp + cp ≡ 0 mod q

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà q ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà det W2k .

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Òåîðåìà Æåðìåí â ôîðìå Ëåæàíäðà

Òåîðåìà

Ïóñòü p è q � ðàçëè÷íûå íå÷¼òíûå ïðîñòûå ÷èñëà è âûïîëíÿþòñÿ
ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

(1) Åñëè a, b, c � öåëûå ÷èñëà è ap + bp + cp ≡ 0 mod q, òî q | abc.
(2) Íå ñóùåñòâóåò öåëîãî ÷èñëà m, òàêîãî, ÷òî mp ≡ p mod q.
Òîãäà óòâåðæäåíèå I âåðíî äëÿ ïîêàçàòåëÿ p.

Ïðåäëîæåíèå

Åñëè p è q � íå÷¼òíûå ïðîñòûå ÷èñëà, è q = 2pk + 1 äëÿ íàòóðàëüíîãî k,
òî óñëîâèå (2) òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî êàæäîìó èç ñëåäóþùèõ
óòâåðæäåíèé:

(2k)2k 6≡ 1 mod q;
p2k 6≡ 1 mod q.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Ðàçëàãàÿ ÷èñëî det W2k íà ìíîæèòåëè ïðè ïîìîùè ñðåäñòâ
êîìïüþòåðíîé àëãåáðû, èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âåíäòà, òåîðåìó Æåðìåí
â ôîðìå Ëåæàíäðà è ñôîðìóëèðîâàííîå âûøå ïðåäëîæåíèå, ïîëó÷àåì:

Ïðåäëîæåíèå (G. Fee, A. Granville, 1991)

Ïóñòü p è 2kp + 1 � ïðîñòûå ÷èñëà, ãäå k 6 100.
Òîãäà óòâåðæäåíèå I âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ïîêàçàòåëÿ p.

Â ðàáîòå [D. Ford, V. Jha, 1993] ýòî ïðåäëîæåíèå ïðîâåðåíî äëÿ k 6 500.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Ìàòðèöû Wn(z ; x , y)

Îïðåäåëåíèå

y -öèðêóëÿíòîì Circy (a0, ..., an−1) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà Òåïëèöà

Circy (a0, ..., an−1) =



a0 ya1 ya2 · · · yan−1

an−1 a0 ya1
. . .

...

an−2 an−1 a0
. . . ya2

...
. . .

. . .
. . . ya1

a1 · · · an−2 an−1 a0


Îïðåäåëåíèå (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

Ìàòðèöåé Wn(z ; x , y) íàçûâàåòñÿ y -öèðêóëÿíò, ó êîòîðîãî
a0 = wn + (−1)n+1x + y , ak =

(n
k
)
wk , k = 1, . . . , n − 1, wn = z .

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Ãðóïïû Gn è ìàòðèöû Âåíäòà Wn

Ïîëîæèì w = t.

Òåîðåìà (*) (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

(1) Ïîëèíîì pn(z ; x , y), çàäàþùèé ñëîæåíèå â n-çíà÷íîé ãðóïïå Gn,
ÿâëÿåòñÿ äåòåðìèíàíòîì ìàòðèöû Wn(z ; x , y).
(2) Wn(1; (−1)nx , 1) = Wn − tIn, ãäå t = x − 1 è Wn � ìàòðèöà Âåíäòà.

Ñëåäñòâèå

χ(t,Wn) = pn(x ; (−1)n, (−1)n), ãäå t = (−1)nx − 1,

Wn = Wn(1; (−1)n, 1),

det Wn = pn ((−1)n; (−1)n, (−1)n) .

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Ïðèìåðû

Ïîëîæèì pn = pn(z ; (−1)nx , (−1)ny) è z = wn.

p2 =
∣∣∣∣ w2 − x + y 2wy

2w w2 − x + y

∣∣∣∣

p3 =

∣∣∣∣∣∣
w3 + x + y 3yw 3yw2

3w2 w3 + x + y 3yw
3w 3w2 w3 + x + y

∣∣∣∣∣∣

p4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
w4 − x + y 4yw 6yw2 4yw3

4w3 w4 − x + y 4yw 6yw2

6w2 4w3 w4 − x + y 4yw
4w 6w2 4w3 w4 − x + y

∣∣∣∣∣∣∣∣

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû è äåòåðìèíàíòû
ìàòðèö Âåíäòà

Ïåðâûå ïðèìåðû ïîëèíîìîâ χ(t,Wn), ãäå t = (−1)nx − 1:
n = 2 : x(x − 22), det W2 = −3

n = 3 : (x − 1)2(x + 23), det W3 = 22 · 7

n = 4 : x(x − 24)(x + 22)2, det W4 = −3 · 53

n = 5 : (x + 25)
(
x2 − 11x − 1

)2
, det W5 = 112 · 31

n = 6 : x(x − 26)(x − 1)2(x + 33)2, det W6 = 0

n = 7 : (x + 27)
(
x3 − 3 · 19x2 − 172x + 1

)2
, det W7 = 26 · 292 · 127

n = 8 : x(x − 28)(x − 24)2 (x2 + 23 · 17x + 24)2
, det W8 = −37 · 53 · 173

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Ñëîæåíèå â Gn è õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîëèíîìû

Ïðåäëîæåíèå (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1 (−1)n ∗ (−1)n ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèìíîæåñòâîì êîðíåé ïîëèíîìà χ(t,Wn),
ãäå t = (−1)nx − 1.

2 1 ∗ 1 ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèìíîæåñòâîì êîðíåé ïîëèíîìà χ(t, W̃n),
ãäå W̃n � (−1)n-öèðêóëÿíò è t = x + (−1)n+1.

3 1 ∗ (−1)n ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèìíîæåñòâîì êîðíåé ïîëèíîìà χ(t,Wn),
ãäå t = x − 1.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Ïðèëîæåíèå òåîðåìû Âîëüñòåíõîëüìà

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

Ïðè ïðîñòûõ n > 5 ìíîãî÷ëåí

pn(z ; (−1)nx , (−1)ny)− (x + y + z)n

äåëèòñÿ íà n4xyz .

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâûâàåòñÿ íà íàøåé òåîðåìå (*) è êëàññè÷åñêîì
ðåçóëüòàòå:

Òåîðåìà (J. Wolstenholme, 1862)

×èñëî (
2n − 1
n − 1

)
− 1

äåëèòñÿ íà n3 äëÿ ïðîñòûõ n > 5.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Ïðîñòûå ÷èñëà Âîëüñòåíõîëüìà

Îïðåäåëåíèå

Ïðîñòûì ÷èñëîì Âîëüñòåíõîëüìà íàçûâàåòñÿ ïðîñòîå ÷èñëî n, äëÿ
êîòîðîãî

(2n−1
n−1
)
− 1 äåëèòñÿ íà n4.

Ïðîñòîå ÷èñëî Âîëüñòåíõîëüìà p ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëèòåëÿ ÷èñëà
Áåðíóëëè Bp−3, ò.å. ÿâëÿåòñÿ èððåãóëÿðíûì ïðîñòûì ÷èñëîì.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòíû òîëüêî äâà ïðîñòûõ ÷èñëà Âîëüñòåíõîëüìà:
16 843 è 2 124 679. Ñëåäóþùåå ïðîñòîå ÷èñëî Âîëüñòåíõîëüìà, åñëè
îíî ñóùåñòâóåò, îáÿçàòåëüíî áîëüøå 1011.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Òåîðåìà Âîëüñòåíõîëüìà è ÷èñëà Êàòàëàíà

Îïðåäåëåíèå

×èñëà Cn = 2n!
n!(n+1)! íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Êàòàëàíà (1838).

{Cn} = {1, 2, 5, 14, 42, 132, 429, . . .} � îäíà èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáèíàòîðèêè.

Íàïðèìåð, ÷èñëî Cn ðàâíî:

- êîëè÷åñòâó òðèàíãóëÿöèé âûïóêëîãî (n + 2)-óãîëüíèêà;
- êîëè÷åñòâó âåðøèí àññîöèýäðà (ìíîãîãðàííèêà Ñòàøåôà) Asn−1 ⊂ Rn−1.

Èñïîëüçóÿ òåîðåìó Âîëüñòåíõîëüìà, ïîëó÷àåì:

Ïðåäëîæåíèå

×èñëî (n + 1)Cn − 2 äåëèòñÿ íà n3, êîãäà n > 3 � ïðîñòîå ÷èñëî, è äåëèòñÿ
íà n4, êîãäà n � ïðîñòîå ÷èñëî Âîëüñòåíõîëüìà.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Ãðóïïû Gn è ñóììû Êðîíåêåðà

Èòåðàöèè n-çíà÷íîãî ñëîæåíèÿ â ãðóïïàõ Gn ïðèâîäÿò ê ïîëèíîìàì

pn(z ; x1, . . . , xm) =
n∏

s1,...,sm=1
( n
√

z + εs1 n
√

x1 + . . .+ εsm n
√

xm),

ãäå ε � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ñòåïåíè n èç åäèíèöû.

Ïðåäëîæåíèå

(1) Äëÿ x1, . . . , xm è tn = z âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

pn(z ; x1, . . . , xm) = χ
(
t; F (0, . . . , 0, (−1)n+1x1︸ ︷︷ ︸

n

)� . . .� F (0, . . . , 0, (−1)n+1xm︸ ︷︷ ︸
n

)
)
.

(2) Ïîëèíîìû pn(z ; x1, . . . , xm) ñèììåòðè÷íû ïî âñåì ïåðåìåííûì.

(3) Ïîëèíîìû pn(z ; x1, . . . , xm) ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ïîëèíîìàìè
ñòåïåíè nm−1 îò z , x1,. . . , xm ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Ïðèìåðû ïîëèíîìîâ pn = pn(z ; x1, ..., xm)

m = 3
p1 = e1,

p2 = e4
1 − 23(e2

1e2 − 2e2
2 + 23e4),

p3 = e9
1 − 34(e6

1e3 − 33e3
1e2

3 + 35e3
3 − 2 · 33e5

1e4 + 35e3
1e2e4 − 36e2

1e3e4).

m = 4
p1 = e1,

p2 = e8
1 − 24(e6

1e2 − 2 · 3e4
1e2

2 + 24e2
1e3

2 − 24e4
2 + 23e4

1e4 − 26e2
1e2e4+

+ 27e2
2e4 − 28e2

4 + 27e3
1e5 − 29e1e2e5 + 210e3e5).

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Íåïðèâîäèìîñòü ïîëèíîìîâ pn(z ; x1, . . . , xm)

Ââåäåì ìàòðèöó Ôðîáåíèóñà F (0, . . . , 0, xj︸ ︷︷ ︸
nj

) ïîëèíîìà tnj = xj , ïîëå k è

n = ÍÎÊ(n1, . . . , nm), e(k) =
{

1, åñëè char k = 0,
char k, èíà÷å.

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

Ïóñòü x1, . . . , xm � àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå è n1, . . . , nm �
íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ïîëèíîì

q({ni}, {xj}; t) = χ
(

t; F (0, . . . , 0, x1︸ ︷︷ ︸
n1

)� . . .� F (0, . . . , 0, xm︸ ︷︷ ︸
nm

)
)

îò t, x1, . . . , xm íåïðèâîäèì íàä ïîëåì k, òàêèì, ÷òî ÍÎÄ(n, e(k)) = 1.

Ñëåäñòâèå

Ïîëèíîìû pn(z ; x1, . . . , xm) íåïðèâîäèìû íàä C äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n.

Â.Ì.Áóõøòàáåð, Ì.È.Êîðíåâ
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Ðàäèêàëû ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

Îïðåäåëåíèå

(1) Ðàäèêàëîì ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë (x , k) íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

a = a(x , k) = x 1
k .

(2) Ïîêàçàòåëåì ðàäèêàëà a íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n,
òàêîå, ÷òî an � íàòóðàëüíîå ÷èñëî.

Ïðåäëîæåíèå (H. Ursell, 1974)

Ïóñòü a1, . . . , am � ðàäèêàëû ñ ïîêàçàòåëÿìè n1, . . . , nm, òàêèå, ÷òî
íàòóðàëüíûå ÷èñëà an1

1 , . . . , anm
m ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû. Òîãäà ÷èñëà

a1, . . . , am ïîðîæäàþò ðàñøèðåíèå ñòåïåíè n1 · · · nm ïîëÿ Q.
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Íåïðèâîäèìîñòü ïîëèíîìîâ q({ni}, {xi}; t) íàä Q

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ïàð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë {(x1, k1), . . . , (xm, km)},
ãäå ÷èñëà x1,. . . , xm ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

Ââåäåì ìíîæåñòâî {n1, · · · , nm} ïîêàçàòåëåé ðàäèêàëîâ {x
1

k1
1 , . . . , x

1
kmm }.

Òåîðåìà (Â.Ì. Áóõøòàáåð, Ì.È. Êîðíåâ, 2025)

Ïîëèíîì

q({ni}, {xi}; t) = χ
(

t; F (0, . . . , 0, x1︸ ︷︷ ︸
n1

)� · · ·� F (0, . . . , 0, xm︸ ︷︷ ︸
nm

)
)

ñòåïåíè n1 · · · nm îò ïåðåìåííîé t íåïðèâîäèì íàä Q.
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Íåïðèâîäèìîñòü ïîëèíîìîâ pn(z) íàä Q

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî {x1, . . . , xm} íàòóðàëüíûõ ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ
÷èñåë, òàêèõ, ÷òî ïîêàçàòåëü ðàäèêàëà x

1
n

j ðàâåí ôèêñèðîâàííîìó
íàòóðàëüíîìó ÷èñëó n äëÿ âñåõ j = 1, . . . ,m.

Ñëåäñòâèå

Ïîëèíîì p(z ; x1, . . . , xm) ñòåïåíè nm−1 îò ïåðåìåííîé z = tn íåïðèâîäèì
íàä Q.
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