
Топологические инварианты конечно
определённых групп

§1 Введение

Д. Кан и У. Тёрстон доказали ([4], 1976), что (ко)гомологии классифициру-
ющего пространства KpG, 1q “: TX дискретной группы G могут быть такими,
как у произвольного линейно связного пространства X. Причём отображение
t : TX Ñ X естественно по X, и T является функтором.

В той же работе было отмечено, что функтор T и функтор плюс-конструкции
Квиллена p¨q` в некотором смысле взаимно обратны. Они устанавливают эк-
вивалентность категории гомотопий CW-комплексов и локализации категории
GP . Объектами последней являются пары pG,P q, где P — совершенная нор-
мальная подгруппа группы G, а морфизмами являются такие гомомофризмы
f : pG,P q Ñ pG1, P 1q, что fpP q ă P 1. Локализация происходит по тем мор-
физмам категории GP , которые индуцируют изоморфизмы на фактор группах
G{P Ñ G1{P 1 и на гомологиях HpG;Aq Ñ HpG1;Aq. Таким образом, теория
гомотопий CW-комплексов восстанавливается из теории дискретных групп.

Классифицирующие пространства групп имеют большое значение в тополо-
гии и алгебре. Известное множество их конструкций: например, конструкция
Милнора [18], конструкция Милграма [17], категорный подход через симплици-
альные множества [12] и др. Интересно было бы найти обозримую симплици-
альную функториальную конструкцию классифицирующих пространств групп.
Это бы позволило, например, подойти к определению торических (ко)гомологий
конечно определённых групп: их можно было бы определить, как (ко)гомологии
момент-угол комплекса, построенного по симплициальному классифицирующе-
му пространству данной группы.

Важно заметить также, что имеются модификации конструкция Кана — Тёр-
стона, которые для конечных CW-комплексов дают дискретные группы, клас-
сифицирующие пространства которых являются конечными клеточными ком-
плексами [2], [6]. Проблема геометрической размерности дискретных групп име-
ет давнюю историю. Известная теорема Эйленберга — Ганея [19] утверждает,
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что для любой конечно определённой группы G когомологической размерно-
сти не больше n, где n ě 3, существует асферичный n-мерный CW-комплекс
X “ KpG, 1q. Для n “ 2 — это гипотеза, открытая и по настоящее время.

С конструкцией Кана-Тёрстона тесно связаны ацикличные дискретные груп-
пы. Они могут возникать, как фундаментальные группы n-узлов, гомологи-
ческих сфер, как группы гомеоморфизмов многообразий, возникают в теории
слоений [20] и др. Большой интерес представляют конечно определённые ацик-
личные группы. Одним из простейших нетривиальных примеров [5] являются
группы Хигмана Hign, n “ 4, 5, ...,. Эти группы замечательны ещё и тем, что
они имеют конечную геометрическую размерность: их классифицирующим про-
странством может быть выбран конечный двумерный клеточный комплекс [2].
Ацикличные пространства и группы дают надежду на обобщение классических
конструкций топологии. Например, можно попробовать обобщить конструкции,
в которых участвуют стягиваемые пространства, заменив последние некоторым
образом на ацикличные пространства.

Можно задаться вопросом о том, когда данная ацикличная группа име-
ет конечную геометрическую размерность. Дополнительную сложность задаче
придаёт то, что когомологическая размерность равна 0. Однако, как показа-
ли Уолл и Милнор, препятствием пространству X быть гомотопически экви-
валентным конечному комплексу служит так называемое кручение Уайтхеда
Wh0pZrπ1pXqsq группового кольца Zrπ1pXqs.

Близким к данному кругу вопросов являются вопросы о классифицирую-
щих пространствах моноидов. В этом контексте можно упомянуть гипотезу
Арнольда-Тома-Фама [21] и проблему Бёрнсайда [22].

§2 Напоминание о гомологиях дискретных групп

По данной дискретной группе G можно, как известно, построить стягива-
емый симплициальный комплекс EG со свободным действием G. Факторпро-
странство BG :“ EG {G называется классифицирующим пространством груп-
пы G.

Классифицирующее пространство дискретной группы G имеет тип KpG, 1q.
Определение 1. Гомологиями дискретной группы G с тривиальными коэф-
фициентами в Z называются гомологии (симплициальные, клеточные и др.)
классифицирующего пространства группы G, то есть HipG;Zq :“ HipBG;Zq. В
случае локальных коэффициентов в G-модуле M это гомологии с локальными
коэффициентами HipBG;Mq.

Существуют различные конструкции классифицирующих пространств для
топологических и дискретных групп. Сюда относится конструкция с джойнами
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Милнора, бар-конструкция, конструкция Милграма, категорная конструкция
через геометрическую реализацию некоторого симплициального множества и
др.

Также гомологии группы G могут быть определены чисто алгебраическим
путём.

Определение 2. Гомологиями дискретной группы с коэффициентами в G-
модуле M называются группы HnpG,Mq “ TorZrGsn pZ,Mq.

Утверждение 1. Два определения гомологий групп равносильны.

Имеется интересный класс групп, гомологии которых в Z устроены, как го-
мологии точки. Такие группы называются ацикличными.

Заметим, что ацикличных групп в любой локальной системе коэффициентов
не существует, поскольку имеет место

Теорема 1 (Столлингс ???). Если когомологическая размерность конечно по-
рождённой группы G не превосходит 1, то G является свободной (т. е.KpG, 1q
гомотопически эквивалентно букету окружностей).

В силу этого замечания, если не оговорено противное, под ацикличностью
будет пониматься именно ацикличность в гомологиях с тривиальными коэффи-
циентами в Z.

§3 Примеры ацикличных дискретных групп

В этом параграфе приводятся два примера конечно представленных ацик-
личных групп, классифицирующие пространства которых могут быть реализо-
ваны двумерными симплициальными комплексами.

3.1 Группа A

Рассмотрим простой пример нетривиальной ацикличной группы — группу
A из статьи [2].

Для её построения сначала введём две группы:

F “ xa, by,

C “ xu “ a, v “ b´1a´1bab, w “ b´2ab´1a´2bab2, x “ b´3ab´1a´2bab3y.

Группа F — свободная на двух образующих, а группа C — свободная на
четырёх образующих.
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При помощи F и C мы можем получить группу

A “ tF1 ‹ F2;C1 –ϕ C2u,

где F1, F2 — две копии группы F , а C1, C2 — копии группы C, причём склейка
происходит вдоль изоморфизма ϕ : C1 Ñ C2, такого, что

u1 ÞÑ x2, v1 ÞÑ w2, w1 ÞÑ v2, x1 ÞÑ u2.

Утверждение 2. Группа A нетривиальна.

Доказательство. Как известно, свободные группы нетривиальны. Но резуль-
тат амальгамированного произведения двух нетривиальных групп по их общей
подгруппе будет нетривиальной группой. Последнее следует, например, из тео-
рии Басса-Серра (см., например, [27]).

Утверждение 3 ([2]). Группа A является ацикличной.

Доказательство. По построению группа A является совершенной.
Кроме того, пространство KpA, 1q можно реализовать в виде конечного кле-

точного двумерного комплекса, поскольку он является пушаутом двух копий
пространства KpF, 1q » S1_ S1 вдоль пространства KpC, 1q » S1_ S1_ S1_ S1,
то есть

KpA, 1q “ KpF, 1q \KpC,1q KpF, 1q.

Имеет место точная последовательность Майера-Виеториса с постоянными
коэффициентами в Z

...Ñ Hn`1AÑ HnC Ñ HnF1 ‘HnF2 Ñ HnAÑ ...

В силу того, чтоKpF, 1q иKpC, 1q — букеты окружностей, сразу получается,
что HnA “ 0 при n ą 2. Рассмотрим теперь участок точной последовательности
для случая n “ 2:

0 Ñ H2AÑ H1C Ñ H1F1 ‘H1F2 Ñ 0.

Но обе свободные абелевы группы H1C и H1F1 ‘H1F2 имеют ранг 4. Следова-
тельно, они изоморфны, и H2A “ 0 в силу точности.

Для дальнейшего нам понадобится важная
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Теорема 2 (Дж. Уайтхед, 1939). Пусть группа G является pushout’ом в ка-
тегории Grp в следующей диаграмме

C �
� //
� _

��

A

��
B //G

Тогда следующая диаграмма является pushout’ом в категории Top

KpC, 1q //

��

KpA, 1q

��

KpB, 1q //KpG, 1q

Следствие 2.1 ([2]). Если G “ A ‹C B является амальгамой групп A и B,
для которых существуют конечные симплициальные реализации пространств
KpA, 1q, KpB, 1q и KpC, 1q, тогда KpG, 1q тоже может быть реализовано в
виде конечного симплициального комплекса. Причём имеет место оценка на
размерности

dimG ď maxpdimA, dimB, 1` dimCq.

Доказательство. Вложениям C ãÑ A и C ãÑ B соответствуют отображения
классифицирующих пространствKpC, 1q Ñ KpA, 1q иKpC, 1q Ñ KpB, 1q. Возь-
мём цилиндры этих отображений и склеим их вдоль комплекса KpC, 1q.

Отсюда получается

Утверждение 4. Группа A является ацикличной относительно тривиальной
системы коэффициентов в Z и может быть реализована в виде конечного
двумерного клеточного комплекса.

3.2 Группы Хигмана Hign

Эти группы были придуманы Г. Хигманом в работе [5], 1951, как примеры
конечно определённых групп, не имеющих подгрупп конечного индекса.

Рассмотрим сначала группу

Hig4 “ xa, b, c, d | a
´1ba “ b2, b´1cb “ c2, c´1dc “ d2, d´1ad “ a2y.

Опишем, как можно получить эту группу при помощи операций HNN-расширения
и амальгамированного свободного произведения.
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Рассмотрим группу Баумслага-Солитера:

BSp1, 2q “ K “ xa, b|a´1ba “ b2y.

Можно заметить, что группа K является HNN-расширением группы xby – Z
при помощи изоморфизма подгрупп xby – xb2y. В первую очередь, группа K
ненулевая по лемме Бриттона, поскольку в неё вкладывается группа xay.

Дайер и Васкез показали, что верна

Теорема 3 (E. Dyer, A. T. Vasquez, 1972, [8]). Пусть P “ xS | ry — представ-
ление группы G с одним соотношением r P F pSq, и r не является степенью
(большей 1) никакого слова. Тогда клеточный 2-комплекс, получаемый обычной
приклейкой 2-клетки к букету окружностей, биективно соответствующих
образующим из S вдоль слова r, асферичен.

Следствие 3.1. В качестве классифицирующего пространства группыK мож-
но взять 2-комплекс, получаемый из букета двух окружностей некоторой
приклейкой 2-клетки.

Из теорем Хопфа очевидно следует, что H2pKq “ 0 и H1pKq “ Z. Следова-
тельно, мы знаем гомологии группы K:

Предложение 1. Гомологии группы K устроены следующим образом:
#

HnpKq “ 0, n ě 2,

H1pKq “ Z

Построим группу

L “ K1 ‹Z K2 “ xa, b, c | a
b
“ a2, bc “ b2y,

где Ki – K, и склейка происходит вдоль вложений Z – xay ãÑ L , Z – xby ãÑ L.
Очевидно, что H1pLq “ Z, и из точной последовательности Майера-Виеториеса
и предложения выше следует, что HnpLq “ 0 при n ě 2.

Снова беря амальгаму L1 ‹Z‹Z L2, где Li – L, получающуюся склейкой
xa1, c1y – xa2, c2y, мы получаем группу Хигмана Hig4. Аналогичные рассуж-
дения с точной последовательностью Майера-Виеториеса показывают, что Hig4

ациклична.
Из приведённой конструкции группы Hign следует, что в ней отсутствует

кручение, поскольку оно отсутствовало на каждом шаге в силу свойств HNN-
расширений и амальгамы (теория Басса-Серра).

Теперь рассмотрим обобщённую группу Хигмана

Hign “ xxi, i P Z {n | rxi´1, xis “ xiy,

где ra, bs “ aba´1b´1.
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Утверждение 5 ([5]). Для n ď 3 группа Hign тривиальна.

Доказательство. Случай n “ 2 очевиден. Для n “ 3 достаточно выразить одну
из образующих x3 через x1, x2, тогда tx1, x2, x3u “ tx1, x2u — здесь имеется в
виду равенство подгрупп, порождённых соответствующими элементами. Но, с
одной стороны, очевидно, что tx1, x2, x3u1 “ tx1, x2, x3u. А с другой, tx1, x2u1 “
0.

Утверждение 6. При n ě 4 группа Hign нетривиальна.

Данное утверждение будет следовать из конструкции Hign ниже. Дело в
том, что конструкцию последовательных амальгам для Hig4 можно обобщить
на случай Hign (n ě 4).

Будем обозначать через Ki группы, изоморфные группе

K “ xx, h | rh, xs “ xy,

буквы алфавита которых такие же, как у K но с индексами i. Также обозначим

L “ xK0, K1 | x0 “ h1y.

Тогда группа Хигмана Hign следующего порядка получается из группы

Gn´1 “ xK2, ..., Kn´1 | x2 “ h3, ..., xn´2 “ hn´1y

амальгамой с группой L:
Hign “ Gn´1 ‹Z‹Z L,

где склейка происходит вдоль свободных подгрупп xh0, x1y и xxn´1, h2y (h0 „
xn´1, x1 „ h2).

Заметим, что
Gn “ Gn´1 ‹Z K

с отождествлением xn´1 “ hn.
Заметим, что из следствия к теореме [8], описанной конструкции построения

группы Hign при помощи амальгам и групп K и в силу утверждения 4 клас-
сифицирующее пространство группы Хигмана может быть выбрано конечным
комплексом. А именно, следует

Теорема 4. Пространство KpHign, 1q можно взять в виде 2-комплекса с од-
ной нуль-клеткой, n один-клетками и n два-клетками.

Таким образом, ацикличность групп Hign в размерностях, больших двойки,
получается из предыдущей теоремы. При помощи последовательности Майера-
Вйеториеса можно показать нулёвость гомологий в оставшихся размерностях.
Для этого докажем лемму:
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Лемма 1. Группы Gk имеют следующие гомологии:

HnpGkq “ 0, k ě 2,

H1pGkq “ Z.

Доказательство. Будем вести индукцию по k для Gk. База: при k “ 3 группа
G3 изоморфна группе L, которую мы рассмотрели выше.

Допустим, что теорема выполняется для группы Gk´1. Рассмотрим Gk “

Gk´1 ‹Z K и напишем точную последовательность Майера-Виеториеса. Из неё
или из соображения геометрической размерности очевидно будет следовать, что
HnpGkq “ 0 при n ě 3. Рассмотрим случай n “ 2:

0 Ñ H2pGkq Ñ ZÑ H1pGk´1q ‘H1pKq Ñ H1pGkq Ñ 0.

Абеленизация группы Gk равна Z в силу того, что в каждом слагаемом Li эле-
мент xi является коммутатором, а элемент hi склеивается с элементом xi´1 для
всех i “ 3, ..., n. Только элемент hn не склеится ни с каким коммутатором,
и, следовательно, будет образующим абеленизации. Но тогда в силу точности
H2pGkq “ 0.

Следствие 4.1. Группы Хигмана Hign ацикличны.

Доказательство. Очевидно, что Hign совершенна. По теореме 4 группа Hign
имеет геометрическую размерность 2. Осталось показать, что H2pHignq “ 0.
Имеем

0 Ñ H2pHignq Ñ Z‘ ZÑ H1pGn´1q ‘H1pLq Ñ H1pHignq.

По предложению выше H1pGn´1q “ Z и H1pLq “ Z. Следовательно, третья
стрелка — изоморфизм. Значит, H2pHignq “ 0 из точности. Дальнейшее анало-
гично следует из предложения выше.

Классифицирующее пространство любой группы Хигмана Hign является дву-
мерным комплексом, поэтому группа Hign не имеет кручения. Но это также мо-
жет быть выведено из свойств операций амальгамированного произведения и
HNN-расширения. А именно, справедливы следующие теоремы:

Теорема 5 ([16], [27]). Пусть K :“ G ‹ϕ H является амальгамированным
произведением, ϕ : A Ñ B — склеивающий изоморфизм между подгруппами
A ă G и B ă H. Тогда каждый элемент конечного порядка в K сопряжён
элементу из G или H.

Теорема 6 ([16], [27]). Пусть H :“ G‹ϕ1,...,ϕn
— HNN-расширение группы G,

где ϕi : Ai Ñ Bi являются изоморфизмами некоторых подгруппы групп A и
B. Тогда каждый элемент кручения H сопряжён элементу G.
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§4 Групповой конус и групповая надстройка дис-
кретной группы

В теории гомологий групп имеется аналог конструкций конуса и надстройки
из топологии. Дадим следующие два определения:

Определение 3 ([2]). Пусть группа G вкладывается в ацикличную группу CG.
Будем называть группу CG ацикличным групповым конусом (или сокращённо:
групповым конусом) для группы G.

Определение 4. Для группы G назовём группу

ΣG “ CG ‹G CG

ацикличной групповой надстройкой (или сокращённо: групповой надстройкой)
над G.

Групповые конус и надстройка является гомологическими аналогами обч-
ноых конуса и надстройки в категории Top.

Из точной последовательности Майера-Виеториеса легко следует важный
аналог свойства обычной надстройки в категории топологических пространств:

Утверждение 7 (Изоморфизм надстройки).

H1pΣG;Zq “ 0 и Hi`1pΣG;Zq – HipG;Zq для i ě 1.

Заметим, что конструкция групповой надстройки даёт нам конструкцию го-
мологической надстройки при переходе от дискретных групп к их простран-
ствам Эйленберга-Маклейна. А именно справедливо

Утверждение 8. Пространство

W “ KpCG, 1q \KpG,1q KpCG, 1q

имеет гомотопический тип пространства

KpCG ‹G CG, 1q

и более того,

Hi`1pW ;Zq – HipG;Zq, i ě 1, H1pW ;Zq “ 0.

Доказательство. Асферичность пространстваW следует из теоремы Уайтхеда
2. Изоморфизмы для гомологий следуют из изоморфизмов групповой надстрой-
ки.
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4.1 Конструкция группового конуса дискретной группы
при помощи алгебраического пополнения группы

В этом параграфе мы следуем статье [2].
Оказывается, для любой группы G существует ацикличная группа CG, в

которую G вкладывается, причём C является функтором.

Определение 5. Группа A называется супергруппой группы B, если B ă A.

Определение 6. Супергруппа M группы B называется митозисом B, если
существуют элементы s, d в M , такие, что

1. M “ xB, s, dy,

2. bd “ bbs для любого b P B,

3. rb1, bss “ 1 для любых b, b1 P B.

Здесь bs :“ s´1bs.

Теперь определим важный класс групп:

Определение 7. Группа M называется митотической, если она содержит ми-
тозис любой её подгруппы.

Митотические группы обладают очень важным свойством:

Теорема 7. Митотические группы ацикличны.

Примером митотических групп могут служить алгебраически замкнутые
группы.

Определение 8. Группа G называется алгебраически замкнутой, если для лю-
бой конечной системы уравнений

fipg1, ..., gn, x1, ..., xmq “ 1, i “ 1, ..., k

(относительно переменных x1, ..., xm и постоянных g1, ..., gn P G), для которой
существует решение в супергруппе группы G, существует также решение и в
самой группе G.

Теорема 8. Алгебраическое замыкание любой группы является митотической
группой.

Имеется следующий результат:
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Утверждение 9. Всякая бесконечная группа может быть вложена в алгеб-
раически замкнутую группу той же мощности.

Из утверждения 9 и теорем 7 и 8 следует

Теорема 9. Всякая бесконечная группа может быть вложена в ацикличную
группу той же мощности.

4.2 Конструкция группового конуса Кана-Тёрстона

Кан и Тёрстон в своей оригинальной работе [4] построили функтор группо-
вого конуса C, опираясь на результат Мозера [31], следующим образом.

Обозначим через GQ группу функций Q Ñ G, которые имеют компактный
носитель, то есть каждая такая функция принимает тождественное значение
1 вне некоторого конечного интервала. Группа гомеоморфизмов рациональных
чисел с компактными носиетлями HomeoQ действует на группе GQ композици-
ями. Тогда определим алгебраический конус CG, как полупрямое произведение
GQ ¸ HomeoQ с умножением

pb, aqpb1, a1q “ pbapb1q, aa1q, b, b1 P GQ, a, a1 P HomeoQ.

Очевидно, что данная конструкция функториальна, и, кроме того, имеется
вложение группы G ãÑ CG нормальным делителем: g ÞÑ pbg, idq P CG, где
bgr “ g, если r “ 0, и bgr “ 0, иначе.

Утверждение 10. Группа CG из конструкции Кана-Тёрстона является ацик-
личной.

Доказательство. Утверждение получается из результата Мозера о том, что
группа гомеоморфизмов прямой с компактным носителем ациклична и спек-
тральной последовательности Хохшильда-Серра, применённой к расширению

1 Ñ GQ
Ñ GQ

¸ HomeoQÑ HomeoQÑ 1.

Замечание. Обычно группа CG имеет несчётный порядок. Тем не менее, имеется
подконус C 1G Ă CG, имеющий ту же мощность, что и G за исключением случая
конечной G, в котором группа C 1G будет счётной.
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4.3 Построение ацикличных групп из гомологических сфер
Прежде всего дадим сначала

Определение 9. Гомологической n-сферой называется гладкое замкнутое n-
мерное многообразие Σn, гомологии которого в Z устроены так же, как у стан-
дартной сферы Sn, то есть H˚pΣn;Zq – H˚pSn;Zq.

М. Кервер в работе [13], 1969 получил полный ответ на вопрос о том, какие
фундаментальные группы могут быть у гомологических n-сфер при n ě 5.

Прежде, чем его сформулировать, для удобства введём

Определение 10. Конечно представленная группа G реализуема гомологиче-
ской n-сферой, если существует некоторая гомологическая n-сфера с фундамен-
тальной группой G.

Пусть π — некоторая группа с g образующими и r соотношениями. Чтобы
π была реализуема гомологической n-сферой, необходимо, чтобы выполнялись
следующие условия: π имеет конечное копредставление, H1pπq “ 0, H2pπq “ 0.
Последнее соотношение следует из известной теоремы Х. Хопфа:

Теорема 10 (Х. Хопф). Пусть X — связный CW -комплекс. Тогда имеется
точная последовательность групп:

π2pXq
h
Ñ H2pX;Zq Ñ H2pπ1pXq;Zq Ñ 0,

где h — гомоморфизм Гуревича, а действие π1pXq ñ Z тривиально.

Доказательство. В силу того, что пространство Kpπ1pXq, 1q получается из
пространства X приклеиванием клеток размерности не меньше 3, отсюда сразу
же следует сюръективность. То, что имеется точность в во втором члене следует
из того, что образ фундаментального класса двумерной сферы любого сфероида
из π2pXq является границей некоторой трёхмерной клетки в Kpπ1pX, 1qq.

Определение 11. Если группа π удовлетворяет соотношению H1pπq “ 0, то
она называется совершенной. Если π удовлетворяет сразу двум соотношениям
H1pπq “ H2pπq “ 0, то она называется суперсовершенной.

Теорема 11 (М. Кервер, 1969, [13]). Пусть π — суперсовершенная конечно
представимая группа, и пусть n ě 5. Тогда существует гладкая гомологиче-
ская n-сфера с фундаментальной группой π.

Приведём здесь схему доказательства, которая следует из конструкции, ис-
пользовавшейся С. П. Новиковым при решении вопроса о распознавании гомо-
логических сфер.
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Схема доказательства. (С. П. Новиков, [15] 1962) По представлению группы π
образующими и соотношениями построим n` 1-мерное многообразие с краем

Mn`1
“

˜

Dn`1
ď

g1,...,gk

Dn
j ˆ D1

j

¸

ď

r1,...,r`

Dn´1
q ˆ D2,

где склейка происходит со стандартным сглаживанием по отображениям

gj : Dn
j ˆ BD1

j Ñ BDn`1,

rq : Dn´1
q ˆ BD2

q Ñ B

˜

Dn`1
ď

g1,...,gk

Dn
j ˆ D1

j

¸

,

которые соответствуют образующим и соотношениям группы π.
По условию H2pπq “ 0, поэтому в группе H2pBMq по теореме Хопфа, сфор-

мулированной выше, все циклы являются сферическими. Реализуем свободный
базис H2pBMq сферами S2α ˆ Dn´2

α Ă BM и сделаем вдоль них хирургию. То-
гда мы убьём вторую гомотопическую группу (здесь существенно, что n ě 5)
и, следовательно, получим нулевые вторые гомологии для многообразия BM .
По построению и исходя из клеточных гомологий, у M не могут быть гомоло-
гии в остальных размерностях (кроме размерности n). Стало быть, мы имеем
гомологическую сферу BM .

Замечание. Из теоремы Паункаре для старших размерностей (результат Смей-
ла) следует, что если многообразие M из приведённой схемы доказательства
односвязно, то BM — это стандартная сфера.

Рассуждение С. П. Новикова позволяет построить пример ацикличного про-
странства, не имеющего тип Kpπ, 1q.

Теорема 12. Существуют ацикличные пространства, не имеющие типаKpπ, 1q

Доказательство. Возьмём любую конечную суперсовершенную группу π. На-
пример, бинарную группу икосаэдра SL2pF5q – xa, b | pabq

2 “ a3 “ b5y.
Построим компактное гладкое многообразие: гомологический диск с фун-

даментальной группой π при помощи конструкции С. П. Новикова выше. Он
будет искомым ацикличным пространством, поскольку его фундаментальная
группа конечна (и следовательно, не может иметь своим классифицирующим
пространством компактное многообразие).

Суперсовершенных групп довольно много. Бесконечное семейство примеров,
например, дают специальные линейные группы над полями:
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Теорема 13 ([14]). При n ě 3 группа

SLpn,Fqq — суперсовершенная,

за исключением трёх случаев:

SLp3,F2q, SLp4,F2q, SLp3,F4q.

Группы из теоремы являются конечными, а потому они, как известно, из
теоремы Свана ниже, не могут быть ацикличными.

Теорема 14 (R. G. Swan, 1960). Пусть G — конечная группа и H — нетри-
виальная подгруппа в G. Тогда индуцированное отображение HipGq Ñ HipHq
нетривиально для бесконечного числа значений i ą 0.

Итак, приведённые выше группы являются суперсовершенными, но не ацик-
личными.

§5 Универсальная ацикличная конечно опреде-
лённая группа

В работе [2], 1980, был поставлен вопрос о том, всякая ли конечно определён-
ная группа вкладывается в ацикличную конечно определённую группу. Позднее
положительный ответ на этот вопрос был дан в [26], 1983. Но перед тем, как
привести доказательство данного результата, остановимся на обсуждении так
называемых универсальных групп Хигмана.

Как показано в работе [28] Хигмана, существует конечно определённая груп-
па U , содержащая все конечно определённые группы. Однако это группа зада-
ётся в работе неявным образом. Более явное описание содержится в работе [29]
— в ней приводится описание копредставления такой группы с 8 образующими
и 26 соотношениями. Опишем схематично построения группы U .

Предположим, что мы хотим вложить произвольную конечно определённую
группу A. Для этого вложим сначала её в универсальную конечно порождённую
группу Хигмана C на двух образующих (см. [30]). Дальше рассмотрим свободное
произведение K1 “ C ‹ G для некоторой конечно определённой группы G (мы
не останавливаемся на её определении, см. подробности в [29]). Рассматривается
некоторая последовательность HNN-расширений

K1  K2  K3  K4.

Дальше замечается, что соотношения в группе C (которых бесконечное множе-
ство) автоматически выполняются в группе K4. В результате, получается, что
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K4 имеет 13 образующих и 33 соотношения: 2 образующие берутся из группы
Хигмана C; 7 образующих и 14 соотношений — из группы G; 4 образующие и 19
соотношений берутся из последовательности трёх HNN-расширений C‹G K4.
Затем применяется некоторое наблюдение, позволяющее сократить число обра-
зующих и соотношений до 8 и 26 соответственно.

Интересным представляется вопрос о единственности (с точностью до изо-
морфизма) универсальной группы Хигмана. Если U1 и U2 — две такие группы,
то мы имеем вложения U1 ãÑ U2 и U2 ãÑ U1. Однако это не означает, что
U1 – U2. Действительно, рассмотрим, например, свободные группы Fp и Fq раз-
личных рангов p, q ě 2. Они вкладываются друг в друга, поскольку каждая из
них содержит свободную группу со счётным числом образующих — коммутант,
однако Fp не изоморфно Fq (т. к. эти группы имеют неизоморфные абелениза-
ции).

Теорема 15 ([26], 1983). Существует ацикличная конечно определённая груп-
па, содержащая изоморфные копии всех конечно определённых групп.

Доказательство. Пусть U — универсальная конечно определённая группа Хиг-
мана, то есть такая, что она содержит все конечно определённые подгруппы. Но
группу U можно вложить в конечно порождённую ацикличную группу V с ре-
курсивно перечислимым представлением. Вложим V в изоморфную копию U
группы U при помощи изоморфизма u ÞÑ u для каждого u P U . Рассмотрим
HNN-расширение

E “
@

U, t | tut´1 “ u, u P U
D

.

Подгруппа B группы E, являющаяся нормальным замыканием группы U , яв-
ляется возрастающим объединением ацикличных групп

V ă t´1V t ă t´2V t ă ...

Это действительно так, поскольку из того, что U ãÑ V ãÑ U , tUt´1 “ U следует
V ãÑ U “ t´1Ut ãÑ t´1V t. Но копредел коммутирует с функтором гомологий,
поскольку в абелевой категории функтор копредела является точным. Следова-
тельно, B ацикличная. Факторгруппа E{B является бесконечной циклической.
Короткой точной последовательности 1 Ñ B Ñ E Ñ Z Ñ 1 отвечает спек-
тральная последовательность Хохшильда-Серра

HppZ, HqpB,Zqq ñ H˚pE,Zq.

Она вырождается во втором члене, и поэтому мы имеем изоморфыизмы

H1E – Z, HnE “ 0, n ą 1.

15



Теперь возьмём свободное произведение группы E и любой конечно опреде-
лённой ацикличной группы A вдоль бесконечной циклической подгруппы. В
качестве A можно, например, взять группу Хигмана Hig4. Ацикличность по-
лученной группы очевидным образом следует из точной последовательности
Майера-Виеториеса. Тогда для произвольной конечно определённой группы G
композиция следующих вложений будет искомой:

G ãÑ U ãÑ E ãÑ E ‹Z Hig4 .

Первое вложение имеет место в силу основного свойства универсальной группы
Хигмана, а второе и третье — в силу свойств амальгамы.

Эквивалентно, теорема говорит о том, что всякая конечно определённая
группа вкладывается в некоторый групповой гомологический конус над ней.

В силу того, что конечные группы вкладываются в универсальную группу
Хигмана и свойств амальгам и HNN-расширений, мы получаем

Следствие 15.1. Существует конечно определённая группа с элементами ко-
нечного порядка.

Заметим, что рассматривавшиеся выше ацикличные конечно определённые
группы не имели элементов конечного порядка.

Также комбинация теоремы 15 с явной конструкцией универсальной группы
U даёт

Следствие 15.2. Всякая конечно определённая группа вкладывается в универ-
сальную ацикличную группу U с 12 образующими и 38 соотношениями.

Доказательство. Из доказательства теоремы 15 искомая группа имеет копред-
ставление

xU, t | tut´1 “ u, u P Uy ‹Z Hig4.

Для копредставления группы E мы имеем 8`1 “ 9 образующих и 26`8 “ 34
соотношений. Для копредставления искомой группы тогда мы имеем 9 ` 3 “
12 образующих и 34 ` 4 “ 38 соотношений, поскольку группа Hig4 имеет 4
образующих и 4 соотношения.

§6 Ацикличные пространства

Важную роль в топологии играют так называемые ацикличные простран-
ства, то есть такие пространства, гомологии которых с постоянными коэффи-
циентами в Z тривиальны. Заметим, что такие нетривиальные пространства,
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в силу теоремы Гуревича и теоремы Уайтхеда, обязаны иметь нетривиальную
фундаментальную группу.

Сформулируем здесь обобщение теоремы Уайтхеда на неодносвязный слу-
чай. Этот результат нам пригодится в дальнейшем.

Теорема 16 ([23]). Пусть отображение f : X Ñ Y между отмеченными
клеточными комплексами индуцирует изоморфизм фундаментальных групп
и изоморфизм гомологий с любыми локальными коэффициентами A, т. е.

H˚pX; f ˚Aq – H˚pY ;Aq.

Тогда f является гомотопической эквивалентностью.

Доказательство. Будем считать, что X и Y связные. Поднимем отображение
f на универсальное накрытие так, чтобы rfp rx0q “ ry0, где rx0 и ry0 — некоторые
поднятия отмеченных точек x0 и y0. В силу классической теоремы Уайтхеда
для односвязного случая и в силу теоремы Гуревича, достаточно показать, что
rf индуцирует изоморфизм в гомологиях H˚p rX;Zq – H˚prY ;Zq. Запишем спек-
тральные последовательности Лере для универсальных накрытий p1 и p2 над
пространствами X и Y , рассматриваемых, как расслоения с дискретным слоем:

HppX;HqpGqq ñ H˚p rXq,

HppY ;HqpGqq ñ H˚prY q,

где G “ π1pXq.
В силу дискретности G, спектральные последовательности вырождаются во

втором члене, и поэтому мы имеем следующую диаграмму

HnpX; p1˚Zq – //

f˚

��

Hnp rX;Zq
rf˚��

HnpY ; p2˚Zq – //HnprY ;Zq

Здесь через p1˚Z и p2˚Z обозначены (возможно разные) G-модули Z. Но
f ˚pp2˚Zq “ p1˚Z. Следовательно, по условию f˚ в левом столбце диграммы инду-
цирует изоморфизм. А значит, мы имеем искомы изоморфизм в правом столбце
диграммы.
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6.1 Функтор Дрора
Можно задаться вопросом о том, вся
Дрор в работе [25] показал, что в категории симплициальных множеств с

отмеченной точкой sSet˚ имеется эндофунктор

A : sSet˚ Ñ sSet˚

и естественное отображение
a : AX Ñ X,

такое, что

1. AX ациклично для любого симплициального X;

2. Отображение a : AX Ñ X универсально с точностью до гомотопии среди
всех отображений из ацикличного пространства в X;

3. Пусть HjpXq – 0 для любого 1 ď j ď n. Тогда гомотопический слой
отображения a : AX Ñ X является pn´ 1q-связным. В частности, если X
ациклично, то a — слабая эквивалентность.

4. Если X является j-простым пространством для некоторого j ě 1 (т. е.
действие π1pXq на πjpXq тривиально), то таково же и AX.

Функтор A задаётся на пространстве X, как предел

AX “ lim
ÐÝ

AnX,

башни расслоений

...Ñ AnX Ñ ...Ñ A1X Ñ A0X “ X.

Башня строится индуктивно. Отображение p1 : A1X Ñ X получается, как
накрытие надX, соответствующее максимальной совершенной нормальной под-
группе π1pXq. Далее, AnX получается, как pullback в диаграмме

AnX //

��

ΛPnZAn´1X

��
An´1X // PnZAn´1X

(1)

В этой диаграмме Λ — функтор путей; Z — функтор, ассоциирующий с
симплициальным множеством Y симплициальную абелеву группу ZY , её n-
симплексами служат все возможные линейные комбинации n-симплексов из Yn;
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Pn — функтор, сопоставляющий симплициальному множеству его n-ый этаж
системы Мура-Постникова. При этом PnX определяется, как факторпростран-
ство X по отношениям эквивалентности „n, при которых x1 „n x2 (здесь x1
и x2 некоторые q-мерные симплексы), если ограничения симплексов x1 и x2 на
n-мерные остовы совпадают.

6.2 Симплициальные разбиения ацикличных комплексов
Имеется ряд интересных вопросов о симплициальных разбиениях классифи-

цирующих пространств ацикличных групп.

Вопрос 1. Как определять или строить ацикличные конечно определённые
группы?

Вопрос 2. Каковы оценки на число симплексов минимальной триангуляции
классифицирующего пространства ацикличной конечно определённой группы в
терминах числа образующих и соотношений?

Полные ответы на данные вопросы неизвестны.
Приведём здесь явную конструкцию ацикличного симплициального комплек-

са на основе описанной выше конструкции группы Хигмана Hig4.

Пример 1. Приведём здесь явную конструкцию симплициального комплекса,
являющегося классифицирующим пространством группы Хигмана Hig4.

Будем строить комплекс, следуя описанной конструкции групп Хигмана (см.
соответствующий параграф).

Сначала построим симплициальный комплекс для KpBSp1, 2q, 1q.

a1

b1 b1

a1
b1

BS(1, 2) = 〈a1, b1 | b
a1
1 = b21〉
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Теперь возьмём 2 копии таких триангулированных пятиугольников и склеим
из них KpL, 1q.

a1

b1

b1

b1

a1

a1 a1

a2

a2

L = 〈b1, a1, a2 | b
a1
1 = b21, a

a2
1 = a21〉

Наконец, возьмём 2 копии комплексов KpL, 1q и склеим их.

a1

b1

b1

b1

a1

a1 a1

a2

a2

b2

a2

a2

a2

b2

b2 b2

b1

b1

Hig4 = {a1, b1, a2, b2 | b
a1
1 = b2

1
, a

a2
1 = a2

1
, a

b2
2 = a2

2
, b

b1
2 = b2

2
}

§7 Конструкция Кана-Тёрстона

Д. Кан и У. Тёрстон получили (1976) следующий результат:

Теорема 17 (Д. Кан, У. Тёрстон, 1976, [4]). Для любого линейно связного сим-
плициального множества X : sSet˚ с отмеченной точкой существует рассло-
ение Серра

t : TX Ñ X,
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естественное по X и обладающее следующими свойствами.

piq Естественное преобразование функторов t : T Ñ Id индуцирует изомор-
физм групп сингулярных гомологий и когомологий с коэффициентами в
произвольной локальной системе A на X, т. е.

H˚pTX; t˚Aq – H˚pX;Aq, H˚
pTX; t˚Aq – H˚

pX;Aq.

piiq Пространство TX асферично, т. е. TX » KpGX , 1q, и отображение
t˚π1 : GX Ñ π1X — эпиморфизм.

piiiq Ядро PX отображения t˚π1 является совершенной нормальной подгруп-
пой в GX .

pivq Гомотопический тип пространства X полностью определяется парой
групп pGX , PXq. А именно, пространство X может быть получено с
точностью до гомотопии применением к пространству KpGX , 1q функ-
тора p´q` плюс-конструкции Квиллена относительно совершенной нор-
мальной подгруппы PX . Эквивалентно, X может быть получено приме-
нением функтора послойного Z-пополнения Боусфилда и Кана (см. [24])
к расслоению Серра KpGX , 1q Ñ KpGX{PX , 1q.

pvq Универсальное накрытие rX над X может быть получено с точностью
до гомотопии применением функтора Z-пополнения к KpPX , 1q.

pviq Ацикличный слой расслоения Серра TX Ñ X получается с точностью
до гомотопии применением функтора Дрора (см. [25]) к KpPX , 1q.

Построение функтора T и отображения t в оригинальной работе Д. Кана и
У. Тёрстона осуществляется при помощи техники симплициальных множеств. В
силу того, что существует более простая конструкция функтора T (см. ниже),
мы не будем приводить здесь явное описание T и доказывать первый пункт тео-
ремы. Однако приведём доказательства последних четырёх пунктов, поскольку
они выполняются для всех конструкций функторов T , то есть при их доказа-
тельстве не используется явная конструкция функтора T . Кроме того, в ори-
гинальной статье Кана-Тёрстона эти доказательства опущены и оставлены в
качестве несложных задач. В доказательстве мы будем опираться на работу Бо-
усфилда и Кана [24], в которой подробно определяется операция R-пополнения
для коммутативных колец R и обсуждаются её свойства. За основными свой-
ствами функтора Дрора отсылаем читателя к §6.1 или к оригинальной статье
[25].
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Доказательство. piiiq. Для точной последовательности

1 Ñ PX Ñ GX Ñ π1X Ñ 1

имеет место спектральная последовательность Хохшильда-Серра

Hppπ1X;HqpPX ;Zqq Ñ Hp`qpπ1X;Zq,

где Z — тривиальный π1X-модуль.
Запишем точную пятичленную последовательность

H2pπ1Xq Ñ E2
2,0

d2
Ñ E2

0,1 Ñ H1pπ1Xq Ñ E2
1,0 Ñ 0.

Имеем: E2
2,0 “ H2pπ1Xq. Далее,

E2
0,1 “ H0pπ1X;H1pPXqq “ H1pPXqπ1X “ H1pPXq,

поскольку индуцированное действие π1X на kerpGX Ñ π1Xq тривиально. Нако-
нец,

E2
1,0 “ H1pπ1X;H0pPXqq “ H1pπ1Xq.

Из первого свойства функтора Кана-Тёрстона следует, что H2pGXq – H2pXq,
H1pGq – H1pXq. Кроме того, H1pπ1Xq – H1pXq (постоянные коэффициенты в
Z). Стало быть, мы получаем

H2pXq� H2pπ1Xq
0
Ñ H1pPXq

0
Ñ H1pGXq

–
Ñ H1pXq Ñ 0.

Стрелка слева является эпиморфизмом в силу теоремы Хопфа. Значит, в
силу сказанного выше, мы получаем, что H1pGXq “ 0.
pivq. Покажем, что плюс-конструкция Квиллена однозначно с точностью до

гомотопической эквивалентности, восстанавливаетX по TX и совершенной нор-
мальной подгруппе PX в GX “ π1pTXq. Применим функтор Квиллена к отоб-
ражению t : TX Ñ X, и мы получим отображение

t` : pTX,PXq
`
Ñ X.

Легко видеть, что отображение t` будет индуцировать изоморфизм на фун-
даментальных группах. Кроме того, по свойству плюс-конструкции мы будем
также иметь и изоморфизм в любой системе локальных коэффициентов A. Зна-
чит, по теореме Уайтхеда 16 для неодносвязных пространств мы получаем, что
f — гомотопическая эквивалентность.
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Теперь докажем, что X можно получить из TX применением функтора Z8.
Применив послойный функтор Z-пополнения к расслоению Серра TX Ñ X, мы
получим отображение

f : 9Z8TX Ñ X.

Покажем, что f индуцирует гомотопическую эквивалентность. Для этого мы
воспользуемся теоремой Уайтхеда 16 для неодносвязного случая. Из рассмотре-
ния точной последовательности расслоения

Z8KpPX , 1q Ñ 9Z8KpGX , 1q Ñ Kpπ1X, 1q,

берущегося из основного свойства функтора послойного Z-пополнения, получа-
ется, что f индуцирует изоморфизм на фундаментальных группах

f˚ : π1p 9Z8KpGX , 1qq – π1pXq,

поскольку π1pZ8KpPX , 1qq “ 1, см. [24].
Рассмотрим морфизм расслоений Серра

KpPX , 1q //

��

KpGX , 1q

��

//Kpπ1X, 1q

Z8KpPX , 1q // 9Z8KpG, 1q //Kpπ1X, 1q

Этот морфизм индуцирует морфизм спектральных последовательностей Ле-
ре. Для доказательства того, что f индуцирует изоморфизм в когомологиях с
локальными коэффициентами, достаточно в силу теоремы Зимана показать, что
для любой локальной системы A на X

H˚pKpP, 1q; i
˚
˝ t˚Aq – H˚pZ8KpPX , 1q;Z8i˚ ˝ Z8t˚Aq,

где i˚ ˝ t˚ и Z8i˚ ˝Z8t˚ являются композициями гомоморфизмов фундаменталь-
ных групп в данных расслоениях. Заметим, что эти композиции гомоморфизмов
тривиальны, поэтому участвующие коэффициенты получаются тривиальными.
Но

H˚pZ8KpPX , 1q;Zq – H˚pKpPX , 1q;Zq,
поскольку пространство KpPX , 1q является Z-хорошим в терминах работы Бо-
усфилда и Кана. Последнее верно в силу совершенности группы PX .
pvq. Этот пункт следует из предыдущего и точной последовательности рас-

слоения
Z8KpPX , 1q Ñ 9Z8KpGX , 1q » X Ñ Kpπ1X, 1q.

pviq. Мы имеем отображение f : UX Ñ KpPX , 1q, где UX является гомото-
пическим слоем расслоения Серра TX Ñ X. Применяя к f функтор Дрора A
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и учитывая, что UX ациклично (это следует из спектральной последователь-
ности Лере для данного расслоения и того, что TX и X имеют одинаковые
гомологии), мы получаем отображение

Af : UX Ñ AKpPX , 1q.

Очевидно, Af индуцирует изоморфизм в гомологиях между полученными ацик-
личными пространствами. Из свойства функтора Дрора следует, что π1pAKpPX , 1qq
“ π1pAP1KpPX , 1qq “ N, где P1pPXq — первый этаж системы Постникова про-
странства KpPX , 1q, а N — максимальная совершенная подгруппа в группе PX ,
т. е. N “ PX . Кроме того, π1pUXq – PX из точной последовательности расслое-
ния выше. Значит, f индуцирует изоморфизм и на фундаментальных группах.
Дальнейшее следует из теоремы Уайтхеда.

7.1 Конструкция Кана-Тёрстона для сфер
Для конкретного случая сфер Sn построим явно пространство TSn типа

Kpπ, 1q и отображение
t : TSn Ñ Sn,

такие, что на (ко)гомологиях индуцируются изоморфизмы. В этом параграфе
мы следуем статье [2].

7.1.1 Двумерная сфера

Пусть вначале мы имели пространство X “ S1. Мы хотим получить из него
пространство типа Kpπ, 1q, которое бы имело те же гомологии, что и S2.

Возьмём в качестве группового конуса CZ группу Хигмана Hig4. Это вло-
жение индуцирует отображение

S1 » KpZ, 1q Ñ KpHig4, 1q p‹q

Склеив две копии цилиндра отображения p‹q вдоль окружности, мы получим
согласно утверждению 8 искомое пространство

KpHig4 ‹Z Hig4, 1q.

На построенном пространстве можно ввести структуру 2-мерного симплициаль-
ного комплекса, взяв в качестве KpHig4, 1q, например, триангуляцию, построен-
ную ранее. Для построения отображения

t : KpHig4 ‹Z Hig4, 1q Ñ S2
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отправим двумерный комплекс KpHig4, 1q на конце каждого из двух цилиндров
в вершины обычных верхнего и нижнего конусов CS2 и продолжим это отобра-
жение по линейности на остальные точки так, чтобы t было тождественным на
вложенной окружности S1 ãÑ TS2.

7.1.2 n-мерная сфера

После построения пространства TS2 можно продолжить процесс, используя
следующую теорему
Теорема 18. Пусть имеется вложение F Ñ G, где G — ацикличная. Тогда
амальгама G ‹F G вкладывается в ацикличную группу

pAˆ F q ‹F G

где A — любая нетривиальная ацикличная группа.
Эта замечательная теорема позволяет нам продолжить индуктивное постро-

ение пространств TSn.
Пусть n “ 3. Возьмём в качестве гомоморфизма в лемме отображение Z ãÑ

Hig4. Тогда мы будем иметь вложение в ацикличную группу

Hig4 ‹Z Hig4 ãÑ pHig4ˆZq ‹Z Hig4

и снова образуем при помощи таких вложений гомологическую надстройку:

TS3 “ rpHig4ˆZq ‹Z Hig4s ‹
Hig4 ‹Z Hig4

rpHig4ˆZq ‹Z Hig4s .

Отображение t будет переводить трёхмерные комплексы pHig4ˆZq‹ZHig4 на
концах цилиндров в соответсвенно вершины верхнего и нижнего конусов CS2.

Теперь на каждом следующем шаге n будем брать в качестве вложения
F Ñ G из леммы вложение групп из предыдущего шага n ´ 1. Причём для
каждого n будет получаться n-мерный конечный симплициальный комплекс по
утверждению 4, в силу того, что геометрическая размерность группы Хигмана
равна 2, а группы Z — равна 1. Отображение t будет отправлять n-мерные ком-
плексы на концах цилиндров в вершины обычных верхних и нижних конусов
CSn´1.

7.2 Важное следствие: эквивалентность категорий

В работе [4] Кана и Тёрстона утверждается, что в конструкции возможно
и обратное построение. А именно, исходное пространство X может быть вос-
становлено с точностью до гомотопии из пары pGX , PXq при помощи плюс-
конструкции Квиллена, где GX “ π1pTXq, PX “ kerπ1tX — нормальная со-
вершенная подгруппа GX . То есть X “ pGX , PXq

`.
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Напомним здесь вкратце плюс-конструкцию Квиллена. Она позволяет по
данному комплексу X и данной совершенной нормальной подгруппе P фунда-
ментальной группы π1pXq строить комплекс X` с теми же гомологиями и с
убитой подгруппой P в фундаментальной группе.

А именно, существует пространство X` и отображение i : X Ñ X`, для
которых

i) имеет место точная последовательность

1 Ñ P Ñ π1pXq
i‹
Ñ π1pX

`
q Ñ 1;

ii) если группа π1pX`q действует на коммутативной группе A, то для локаль-
ной системы A над X` и индуцированной системы A˚ над X гомоморфизм
i˚ : H˚pX`;Aq Ñ H˚pX;A˚q является изоморфизмом.

Следствие 18.1 (Д. Кан, У. Тёрстон, [4]). Имеет место эквивалентность
категорий

Ho C W – G PrΓ´1s

Здесь категория Ho C W состоит из CW -комплексов и классов гомото-
пий отображений между пространствами. Объектами категории G P
служат пары дискретных групп pG,P q, где P — совершенная нормальная
подгруппа G, отображения — гомоморфизмы f : pG,P q Ñ pG1, P 1q, для
которых fpP q Ă P 1, Γ состоит из тех морфизмов f : pG,P q Ñ pG1, P 1q
из MorpG Pq, что f : G{P – G1{P 1 и f˚ : H˚pG;Aq – H˚pG

1;Aq для любого
G1{P 1-модуля A.

Схема доказательства [3]. Эта эквивалентность следует из того, что кон-
струкция Кана-Тёрстона «обратна» плюс-конструкции Квиллена. Имеется
следующая диаграмма категорий и функторов между ними:

Ho C W
Ho J
Õ

Hopq`
Ho X P

Ho
Ð X P

T
Õ
I

A P
Ho
Ñ Ho A P

π
Õ
B

G P

Здесь

• X P — категория пар pX,P q, P Ÿ π1pXq, P совершенна
• A P категория пар pX,P q, P Ÿ π1pXq, X асферично, P совершенна
• G P — категория пар pG,P q, P Ÿ G, P совершенна

Переходом к подходящим локализациям можно добиться того, чтобы все
стрелки в диаграмме стали обратимыми, и тогда мы получим цепочку эк-
вивалентностей категорий, из которой будет следовать требуемое.
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§8 Метод Маундера построения пространства Кана-
Тёрстона

Изложим здесь довольно простую конструкцию функтора Кана-Тёрстона,
найденную Маундером в [6].

8.1 Непосредственно конструкция Маундера

Теорема 19 (Д. Кан, У. Тёрстон, 1976, [4]). Для каждого линейно связного про-
странства X с отмеченной точкой существует пространство TX и отобра-
жение

TX
t
Ñ X,

естественное по X и обладающее свойствами:

1. Отображение t индуцирует изоморфизм в (сингулярных) гомологиях и ко-
гомологиях

H‚pTX; t˚Aq – H‚pX;Aq
для любой локальной системы коэффициентов A на X;

2. πipTXq тривиальна для i ‰ 1, и отображение на фундаментальных груп-
пах π1t — эпиморфизм;

3. Если исходным пространством был конечный симплициальный комплекс
X, то TX может быть выбрано конечным.

Доказательство (C. R. F. Maunder, 1981, [6]). Приведём здесь два варианта кон-
струкции Маундера. Первый вариант является универсальным и годится для
любого симплициального комплекса (и даже для произвольного линейно связ-
ного пространства), а второй вариант конструкции нужен для построения конеч-
ного комплекса TX по конечному комплексу X — для удовлетворения пункта
3 теоремы.

Первый вариант конструкции Маундера (для всех симплициальных комплек-
сов). Сначала докажем утверждение для конечных симплициальных комплек-
сов индукцией по числу сиплексов. Пусть для любого комплекса L с не бо-
лее, чем N ´ 1 симплексами отображение t : TL Ñ L удовлетворяет пунктам
теоремы. Предположим также, что на подкомплексах M Ă L, TM “ t´1M , и
π1pTMq Ñ π1pTLq является инъекцией. Поскольку всякий 1-мерный комплекс
является пространством типа Kpπ, 1q, то отображение t может быть выбрано
тождественным, если dimL ď 1.
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Пусть теперь K получается из L приклеиваением n-симплекса σ к Bσ Ă L,
где dimσ ě 2. Тогда T pBσq является подпространством TL, и если f : σ Ñ ∆n

— симплициальный гомеоморфизм на стандартный n-симплекс, то отображение
Tf : T pBσq Ñ T pB∆nq является гомеоморфизмом. Кроме того, T pB∆nq является
пространством типа Kpπ, 1q по предположению индукции.

Вложение группы π в ацикличное пространство Cπ индуцирует отображение
классифицирующих пространств g : T pB∆nq Ñ KpCπ, 1q.

Тогда можно приклеить цилиндр отображения g ˝ Tf вдоль T pBσq к TL,
а отображение t можно продолжить до отображения t : TK Ñ K, отправляя
KpCπ, 1q в барицентр симплекса σ.

Проверим теперь, что отображение t : TK Ñ K — искомое:

1. Рассмотрим две точные последовательности Майера-Виеториса для простран-
ства

TK “ Cylpg ˝ Tfq \T pBσq TL

и для пространства
K “ σ \Bσ L.

Тогда по предположению индукции и по 5-лемме мы будем иметь изомор-
физм HnpTK;Aq – HnpK;Aq.

2. Склеиваемые пространства являются асферичными и склейка происходит
вдоль асферичного пространства, также в фундаментальные группы про-
странств TL и KpCπ, 1q вкладывается группа π, поэтому по теореме Уайтхе-
да пространство TK “ Cylpg ˝ Tfq \T pBσq TL будет иметь тип Kpπ1pTKq, 1q,
где π1pTKq “ π1pTLq ‹π Cπ. Кроме того, отображение t‹ : π1pTKq Ñ π1pKq
является эпиморфизмом, поскольку π1pKq “ π1pLq‹π1pBσqπ1pσq и в силу пред-
положения индукции.

Заметим, что конструкция пространства TK является естественной относи-
тельно симплициальных отображений, сохраняющих строгий порядок. Таким
образом, для конечных симплициальных комплексов теорема доказана. Беря
копредел по конечным подкомплексам, можно получить результат для беско-
нечных сиплициальных комплексов.

В общем случае, если X — произвольное линейно связное пространство, мы
можем положить

TX “ T p|SX|2q,

где SX — сингулярный комплекс, рассматриваемый, как симплициальное мно-
жество, | ¨ | — реализация симплициального множества, а двойной штрих —
второе барицентрическое подразделение. Эта конструкция также является есте-
ственной.
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Второй вариант конструкции Маундера (для конечных симплициальных ком-
плексов). Докажем последний пункт теоремы. Пусть изначально X было конеч-
ным симплициальным комплексом.

Будем строить индукцией по размерности и числу клеток пару конечных
симплициальных пространств pUK, TKq и отображение пар t : pUK, TKq Ñ
pCK,Kq, где CK — конус над K, такое, что ограничение t на TK является
искомым отображением. Предположим, что мы уже построили t : pUL, TLq Ñ
pCL,Lq, такое, что

(i) pUL, TLq является конечной симплициальной парой, dimUL “ n ` 1,
dimTL “ n;

(ii) Для любого связного r-мерного подкомплекса M комплекса L выполнено:
t´1pCMq и t´1pMq являются pr`1q- и r-мерными подкомплексами UL и TL
соответственно, ограничения t : t´1pCMq Ñ CM , t : t´1pMq Ñ M удовле-
творяют первым двум условиям теоремы. Более того, пусть π1t´1pCMq Ñ
π1UL, π1t´1pMq Ñ π1TL и π1t´1pMq Ñ π1t

´1pCMq являются инъекциями.

База индукции — нульмерный остов. На нём полагаем t тождественным отоб-
ражением, UL “ CL. Теперь пустьK получен приклейкой симплекса σ, размер-
ности n ě 1. Тогда по предположению индукции t´1pCBσq и t´1pBσq являются
подкомплексами UL и TL соответственно. Пусть TK получается из TL приклей-
кой копии t´1pCBσq вдоль t´1pBσq. Продолжение t : TK Ñ K будет отправлять
t´1pCBσq в CBσ, причём CBσ отождествляется с σ так, что вершина симплекса
CBσ идёт в барицентр σ̂ симплекса σ (а дальше отображение продолжается по
линейности). Для построения UK рассмотрим комплекс

X “ t´1pCBσq \t´1pBσq t
´1
pCBσq.

Тогда X будет пространством типа Kpπ, 1q, где π “ G ‹F G, G “ π1pt
´1pCBσqq

и ясно, что dimX “ dimσ “ n. Рассмотрим следующее образование:

UK :“ pULY TKq \X Cyl,

где Cyl — это цилиндр отображения X “ KpG ‹F G, 1q Ñ KppA ˆ F q ‹F G, 1q,
в котором A — нетривиальная геометрически конечная ацикличная группа с
dimKpA, 1q “ 2 (например, группа Хигмана Hig4). Отображение t продолжа-
ется на UK отправлением KppA ˆ F q ‹F G, 1q в барицентр конуса Cσ. Если
dimσ “ 1, нужно вместо G‹F G взять группу Z, которая должна вкладываться
в A вместо pAˆ F q ‹F G.

Пространство KppAˆF q ‹F G, 1q является ацикличным относительно систе-
мы коэффициентов t˚A, поскольку последняя тривиальна. Действительно, она
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получается из системы A на X pullback’ом вдоль отображения t : t´1pCBσq Ñ
CBσ, но конус CBσ стягиваем, и значит, система A на нём тривиальна.

Далее, из доказательства утверждения [??] получается, что dimKppAˆF q‹F
G, 1q “ n` 1.

Заметим, что на каждом шаге цилиндры отображения можно представить
в виде симплициального разбиения, поэтому мы получаем конечный симплици-
альный комплекс с требеумыми свойствами. Эта конструкция также естественна
по пространству X.

8.2 Конструкция Маундера для двумерного симплекса
Приведём здесь пошаговое построение конструкции Маундера пространства

Кана-Тёрстона для 2-мерного диска D2.
Шаг 0. Сначала мы имели нульмерный остов, состоящий из 3 вершин L “

tr0s, r1s, r2su. В этом случае конус является объединением трёх отрезков: CL “
tr3, 0s, r3, 1s, r3, 2su. Конструкция Кана-Тёрстона TL совпадёт с L и простран-
ство UL совпадёт с CL. Отображение пар t : pUL, TLq Ñ pCL,Lq будет тожде-
ственным.

Шаг 1. Приклеим 1-симплекс σ “ r0, 1s к комплексу L и получим ком-
плекс K. Тогда CBσ будет «рогом» r3, 0s Y r3, 1s, t´1pCBσq “ r3, 0s Y r3, 1s, и
t´1pBσq “ r0s Y r1s. Значит, TK “ TL \t´1pBσq t

´1pCBσq “ r31, 0s Y r31, 1s Y r2s —
это объединение двух отрезков и точки, причём при отображении t : TK Ñ K
вершина r3s отображается в середину отрезка r0, 1s.

0

1

2 0

3

2

1

L = TL = CL = UL =

Пространство X “ t´1pCBσq \t´1pBσq t
´1pCBσq “ r3, 0s Y r3, 1s Y r31, 0s Y r31, 1s

— это окружность KpZ, 1q.

3

0

3
′

1
X =

Далее, мы должны приклеить к объединение UL Y TK к пространству X.
В результате получится:
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3

0

3
′

1
UL ∪ TK =

2

Комплекс CK будет выглядеть так:

0

3

1

2
CK =

Теперь нужно приклеить к пространству UL Y TK цилиндр отображения
X » KpZ, 1q Ñ KpHig4, 1q, и мы получим пространство UK.

Отображение t : TK Ñ K будет отображать комплекс KpHig4, 1q в бари-
центр r4s треугольника r0, 3, 1s. При этом грани «призмы», примыкающие к
сторонам r3, 0s и r3, 1s отобразятся на треугольник r4, 0, 1s. Две другие грани
«призмы», примыкающие к отрезкам r0, 3s и r3, 1s отобразятся на треугольники
r4, 0, 3s и r4, 3, 1s соответсвенно.

Обозначим для удобства дальнейшего изложения получившееся образование
за A :“ UK.

2 3

0

3’

1

K(Hig4, 1)

UK =

Шаг 2. Переобозначим полученную пару комплексов через pUL, TLq и бу-
дем приклеивать следующий 1-симплекс r1, 2s.

Пока мы имеем такие данные:
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0

3’

1

0

3

2

1

0

1

2

0

1

2L =

CL =

TL =

UL =

1

3

2

3”

X =

Пространство TK будет представлять собою r0, 1s Y r32, 1s Y r32, 2s и будет
отображаться в K, отправляя точку 32 в барицентр отрезка r1, 2s. В качестве
пространства UK будет выступать объединение отрезка r0, 1s и пространства с
двумя склеенными копиями A, причём вторая копия A будет подклеиваться к
«рогу» r3, 2s Y r3, 1s.

Шаг 3. Приклеим третье ребро r0, 2s. В результате, к UL подклеится ещё од-
на копия пространства типа A с прошлого шага, но уже к рогу r3, 2sYr3, 0s, так-
же к UL подклеится отрезок r1, 2s. Пространство Кана-Тёрстона будет r0, 1s Y
r1, 2s Y r33, 2s Y r33, 0s — окружность.

Шаг 4. Подклейка двумерной клетки к границе треугольника. Комплекс
T∆2 будет представлять собой три образования типа A, склеенных вдоль трёх
рогов с общей вершиной r3s и остальными вершинами r0s, r1s, r2s. Приведём
здесь схему расположения «рогов»:

3

0

3
′′′

3
′

1

3
′′

2

Как устроено отображение t : TK Ñ K? Конус над границей треугольни-
ка r0, 1, 2s с вершиной r3s переходит в треугольник r0, 1, 2s так, что вершина
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r3s отображается в барицентр треугольника r0, 1, 2s, а остальные вершины ко-
нуса переходят тождественно в вершины этого треугольника. На другие точки
этого конуса отображение t продолжается по линейности. На каждом из трёх
подклееных цилиндров отображение t уже задано.

Полученное пространство TD2 имеет в качестве фундаментальной группы
свободное произведение трёх групп Хигмана Hig4. То есть для стягиваемых про-
странств конструкция Маундера даёт нестягиваемые ацикличные пространства.
Это наглядно иллюстрирует тот факт, что функтор Кана-Тёрстона не является
гомотопическим.

8.3 Модификация конструкции Маундера
Из следствия 15.2 теоремы 15 получается, что в первой конструкции Маун-

дера в качестве гомологического конуса будет годиться универсальная конечно
определённая ацикличная группа U (см. §5). В обозначениях этой конструкции
π1pTBσq “ π вкладывается в U “ Cπ и затем к TBσ приклеивается цилиндр
отображения T pBσq Ñ KpU, 1q.

Однако если исходно мы имели конечный симплициальный комплекс X, то
в результате получится бесконечномерный симплициальный комплекс TX с ко-
нечным числом клеток каждой размерности, поскольку группа U имеет круче-
ние (см. §5).

8.4 Проблема однозначности конструкции Маундера
Рассмотренные функторы типа Кана-Тёрстона T существенным образом за-

висят от симплициального разбиения исходного пространства X, а также от
выбора групповых конусов. Рассмотренный выше пример конструкции Маун-
дера Tδ2 показывает, что T не является гомотопическим функтором. Однако
если зафиксировать выбор вложения в групповой конус (например, вкладывать
группы в универсальную ацикличную группу Хигмана U), то фундаментальная
группа пространства TX некоторым образом характеризует комбинаторику ис-
ходного симплициального комплекса X.

§9 Группы, свободно действующие на ациклич-
ных пространствах

Рассмотренные выше функторы Дрора A, Кана-Тёрстона T дают надежду
на обобщение понятия универсального расслоения. А именно, для данной груп-
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пы G зададимся поиском ацикличного, но не стягиваемого пространства EG, на
котором дискретная группа G действует свободно.

Естественность функтора Дрора давала надежду на то, что он переводит
накрытия симплициальных множеств в накрытия. Другая гипотеза состояла
в том, что композиция A rX Ñ rX Ñ X является накрытием. Однако обе эти
гипотезы неверны, поскольку имеет место следующее

Утверждение 11. Если EGÑ BG — G-накрытие с гомологически тривиаль-
ным EG, то BG имеет такие же гомологии с коэффициентами в тривиаль-
ном G-модуле Z, как и BG.

Доказательство. Рассмотрим спектральную последовательность Картана-Лере

HppG;HqpEGqq ñ H˚pBGq.

Она вырождается во втором члене, поэтому

HnpBGq – HnpG;H0pEGqq “ HnpG;Zq “ HnpGq.

Последнее равенство верно в силу тривиальности G-модуля Z.

После чего при работе возникла гипотеза, связанная уже с применением
функтора Кана-Тёрстона: существует ли такая конструкция функтора Кана-
Тёрстона T , что если rX Ñ X является универсальным G-накрытием, то T rX Ñ

TX тоже является G-накрытием. Модификация первой конструкции Маундера,
рассмотренная в параграфе 8.3 является искомой, то есть справедлива

Теорема 20. Существует функтор типа Кана-Тёрстона, переводящий G-
накрытия в G-накрытия.

Доказательство. Пусть отображение симплициальных комплексов Y Ñ X яв-
ляется G-накрытием, т. е. на пространстве Y задано свободное симплициальное
действие дискретной группы G, такое, что в факторе Y {G получается простран-
ство X. Покажем, что по действию G ñ Y можно построить действие G ñ TY .
Поскольку sk1TY “ Y , то на одномерном скелете действие G уже задано. Пред-
положим теперь, что мы подклеиваем к комплексу L Ă Y некоторую клетку σ и
мы смогли уже задать действие G на TL. Приклейке клекти σ соответсвует при-
клейка цилиндра Cyl “ Cyl pT pBσq Ñ KpCπ1pTBσq, 1qq к TL. Пусть элемент g
переводит TBσ в TBσ1. Тогда будет считать, что g будет переводить подклеиваю-
щийся цилиндр Cyl в его копию Cyl1, которая будет подклеиваться к Tσ1. Таким
образом можно продолжить действие с орбиты Tσ на подклеенные цилиндры и
значит, в конечном счёте на всё пространство TY .
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Следствие 20.1. Для любой дискретной группы G существует ацикличное
нестягиваемое пространство EG с дискретным действием группы G. Фак-
торпространство по этому действию будет представлять собой простран-
ство BG, гомологически эквивалентное классифицирующему пространству
BG группы G.

Доказательство. Достаточно применить теорему 20 к универсальному накры-
тию EG Ñ BG. Гомологическая эквивалентность BG и BG следует из утвер-
ждения 11.

§10 Классифицирующие пространства моноидов

Как мы знаем, по любой дискретной группе G можно построить классифи-
цирующее пространство BG, рассмотрев бар-конструкцию.

Но можно построить BG как реализацию нерва некоторой категории. А
именно, пусть G — категория, состоящая из одного объекта и морфизмов, со-
ответствующих элементам группы G. Нервом категории G будет являться сим-
плициальное множество, n-симплекс которого являет собой последовательность

‚
g1
Ñ ‚

g2
Ñ ‚ Ñ ...Ñ ‚

gn
Ñ ‚

Оператор грани di будет сопоставлять данной последовательности следующую:

‚
g1
Ñ ‚ Ñ ...Ñ ‚

gi`1gi
Ñ ‚ Ñ ...Ñ ‚

gn
Ñ ‚

Отображение вырождения si будет вставлять на место i тождественный мор-
физм, соответствующий единице группы.

Предложение 2. Бар-конструкция для G и геометрическая реализация нерва
|N pG q| построенной выше категории G гомеоморфны.

Симплициальную конструкцию классифицирующего пространства безболез-
ненно можно перенести на случай любого моноида M . Но в этом случае не сле-
дует ожидать, что BM будет слабо гомотопически эквивалентно пространству
KpG, 1q, где G — некоторая дискретная группа. Это следует из такого замеча-
тельного результата:

Теорема 21 (D. McDuff, 1978, [10]). Любое линейно связное пространство
слабо гомотопически эквивалентно классифицирующему пространству BM
некоторого дискретного моноида M .
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Можно задаться вопросом о том, в каких случаях всё же BM » KpG, 1q.
Естественно ожидать, чтобы группа G была в некотором смысле близка к исход-
ному моноиду M . Для любого моноида можно построить такую универсальную
группу G, и она называется группофикацией моноида M . Рассмотрим свобод-
ную группу Γ, натянутую на элементы моноидаM и формально обратные к ним
и профакторизуем Γ по наименьшей нормальной подгруппе N , содержащей со-
отношения вида xy “ z, если такое равенство имело место в исходном моноиде
M . Тогда Γ{N называется группофикацией моноида M .

Определение 12. Группофикацией моноида M называется такая группа G с
гомомоморфизмом ϕ, что для любой группы H и любого гомоморфизма ψ :
G Ñ H существует единственный гомоморфизм f : M Ñ H, замыкающий
диаграмму до коммутативной:

M

f !!

ϕ //G

ψ
��
H

Пример 2 (А. Мальцев, 1937, [11], [12]). Рассмотрим свободный моноид

F “ xa, b, c, d, x, y, u, vy

и его фактор M по отождествлениям pax, byq, pcx, dyq и pau, bvq. Мальцев пока-
зал, что cu ‰ dv и что моноид M несокращаемый. Откуда получается, что M
нельзя вложить ни в какую группу, иначе было бы: rd´1cs “ ryx´1s “ rb´1as “
rvu´1s. Значит, rcus “ rdvs

Этот пример показывает, что не всегда моноид вкладывается в свою груп-
пофикацию. Однако в некоторых случаях вложение имеет место:

Утверждение 12. Отображение в группофикацию коммутативного сокра-
щаемого моноида является вложением.

Здесь под сокращаемым моноидом понимается такой моноид M , в котором
из xy “ xz следует, что y “ z и из yx “ zx следует, что y “ z.
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